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Topologiese digte deelversamelings van ’n ring
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UITTREKSEL

Die topologie T met basis B = {{o}} U {A{o}|* "J ideaal van R} gedefinieer op ’n ring R maak sy verskyning op ver-
skeie plekke in die teorie van ringe. Enkeie eienskappe van hierdie topologie word bespreek. Onder andere word
aangetoon dat egte geslote ideate die uitsondering eerder as die reel is. Hierdie topologie is nie versoenbaar met skei-
ding nie: n Ring is Tqas en slegs as (a) = (b) impliseer a=ben Tj as en slegs as dit diskreet is. Die diskrete ringe
word volledig gekarakteriseer en daar word aangetoon dat 'n homomorfie kontinu is as en slegs as die kern n
geslote ideaal is.

ABSTRACT

Topological dense subsets of a ring

The topology T with base B= {{o}} U {A{o}}* idealin /?} defined on a ring R makes its appearance quite often in
the theory ofrings. Someproperties o f this topology are discussed. Amongst others, it isshown that proper closed
ideals is more an exception than a rule. This topology is not compatible with separation: A ring is Tpifand only if
fa) = (b) impliesa=b and T/ if and only if it is discrete. The discrete rings are completely characterized and it is

shown that a homomorphism is continuous if and only if the kernel is a closed ideal.

1. INLEIDING

In die algebra, en meer spesifiek in die kategorie
van alle assosiatiewe ringe (nie noodwendig met iden-
titeit nie), is daar ’n verskeidenheid van konstruksies
wat vereis dat 'n sekere deelversameling van ’n ring
“dig” in die ring moet wees. In 82 word ’n topologie
gedefinieer met die eienskap dat heelwat van die
algebraiese vereistes vir “digtheid” in werklikheid
die topologiese digtheid ten opsigte van die genoemde
topologie is (83). Hierdie topologie, vanwee sy
algebraiese aard, het nie veel skeiding nie (84).

2. DIE TOPOLOGIE

Laat R 'n ring wees met a G R en S ’'n deelversame-
ling van R. a heet 'n verdigtingspunt van S as S H
I\{a;o} # vir elke ideaal | in R met a G 1 Dit is
duidelik dat en {o} geen verdigtingspunte het nie.
Ook is 0 nooit ’n verdigtingspunt van enige deelver-
sameling van R nie. ’'n Ekwivalente en handiger
definisie van ’n verdigtingspunt a van Siis: a is 'n ver-
digtingspunt van Sass S n (a)\{a;o} # " waar (a) die
ideaal in R voortgebring deur a is. Vir enige SCR,
laat S:=S U {a G R|a is ’n verdigtingspunt van S}.
Viro aGRisa G Sasenslegs as S fl (a) ’n nie-
nulelement bevat.

Uit die bostaande is dit dan maklik om die volgen-
de te bewys:

2.1 Stelling

S “mSis ’n topologiese afsluitingsoperator op die

tralie van alle deelversamelings van die ring R.

Ons kry dus ’n topologie, se 7 (bis. 73), op R met
die r-afsluiting van enige S C R gegee deur S. Hier-
die topologie het B= {{o}} U {I\{o} 11 ’n ideaal vir R}
as ’n basis en word dus bepaal deur die ideaalstruk-
tuur op R. ’n Deelversameling S van R is dus oop as
en slegs as dit die volgende voorwaarde bevredig:

a G Simpliseer (a)\{o} C S. Dus is enige ideaal oop,
maar die omgekeerde is nie noodwendig waar nie (die
vereniging van twee ideale is oop maar hoef nie weer
’n ideaal te wees nie). As S 'n ondergroep van R is,
dan is Soop as en slegs as S ’n ideaal in R is. Let ook
op dat {o} beide oop en geslote is.

Ons kan natuurlik ook ’n linker (regter) verdig-
tingspunt definieer deur ideaal met linker (regter)
ideaal in die definisie te vervang. Op dieselfde wyse
as hierbo kry ons dan ’n topologie. Verder, as C die
klas van alle ideale van R is, dan is Cook ’n basis vir
’n topologie op R. Hierdie topologie is nie baie bevre-
digend nie, want o is bevat in elke nie-lee oop versa-
meiing.

In wat volg, tensy anders vermeld, is alle topolo-
giese begrippe ten opsigte van die topologie wat deur
Stelling 2.1 bepaal word.

3. AFSLUITING EN DIGTHEID

Vir ’nideaal lin R, word die afsluiting van | gegee
deurT={aGRla=0o0fln (a) ™ o}en, soos gewoon-
lik, l'isdig in Ras7 = R. As R 'n (eensydige) identiteit
het, dan is dit altyd in die afsluiting van enige deel-
versameling van R wat ’n nie-nulelement bevat. Dit
wil se, in sulke ringe is die enigste nie-nul geslote
ideaal die ring self, 'n Essensiele ideaal in 'n ring is 'n
nie-nulideaal wat ’n nie-nuldeursnede met elke ander
nie-nulideaal het. Uitgedruk in terme van ons topolo-
gie, kry ons: ’n nie-nulideaal is ’n essensiele ideaal as
en slegs as dit dig is in die ring. Ons kry dus:

3.1 Stelling

Elke ring met (eensydige) identiteit of elke ring
waarvan elke nie-nulideaal essensieel is, het geen egte
geslote ideale nie.

Die afsluiting van ’n ideaal hoef dus nie ’n ideaal te
wees nie. Byvoorbeeld, in Z*, die heelgetalle mod 6, is
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die afsluiting van die ideaal voortgebring deur 3 nie
'n ideaal nie, want Zg het ’'n identiteit. As voorbeeld
van ’n ring waarvan elke ideaal geslote is, gee ons die
nulring (d.w.s. ab=o0 vir alle a en b) op die Klein
vier-groep.

Die meeste van die bekende kwosientringe of ring-
uitbreidings is s6 dat die ring dig in die omvattende
ring is. Laat R ’n ring met identiteit wees met S ’n
onderring van R. R heet ’n intrinsieke uitbreiding van
Shas Sn 1 0 viralle nie-nulideale 1in R, dit wil se,
as en slegs as S dig is in R. As R ’n ring van linker-
kwosiente van S is in die sin van Lambek” (hoofstuk
4), Faith en Utimi," of die klassieke ring van linker-
kwosiente™ (Hoofstuk 7), dan is S=R. Natuurlik is
die ring van rasionale getalle dig in die ring van reele
getalle. Om die waarheid te se, elke nie-nulonderlig-
gaam van ’n liggaam is dig in die liggaam.

’n Klaarblyklike goeie substituut vir die gebrek aan
kommutatiwiteit in ’n ring is deur Van der Walt
gegee.* Hy definieer die kwasi-sentrum Q van ’nring
R deur

Q:={xe R|vir alle y G R is daar a,b G R met
Xy = ax en yx=xb}. R heet 'n ring met digte kwasie-
sentrum as elke ideaal I in R voortgebring word deur
Q n 1. Dit is duidelik dat, in so ’n ring, die kwasie-
sentrum Q dig is in R.

Die direkte veralgemening van ’n priemring van die
kommutatiewe na die nie-noodwendig kommutatie-
we geval gee aanleiding tot die begrip volledig priem.
Dit wil se, ’n ring is volledig priem as en slegs as dit
geen nie-nulnuldelers het nie, (d.w.s. al die nie-nul-
elemente is regulier). Vir 'n nie-kommutatiewe ring is
die voorwaardes van volledig priem klaarblyklik te
streng - baie van die gewenste eienskappe is nie meer
geldig nie. Verskeie ander soorte priem het dus die lig
gesien. Ons beskou twee van hierdie veralgemenings:
Eerstens, as ’n veralgemening van volledig priem,
kan ons vereis dat nie elke nie-nulelement regulier
moet wees nie, maar dat die ring net “genoeg”
reguliere elemente moet he. Laat S dus al die regu-
liere elemente van die ring R wees - gerieflikheids-
halwe aanvaar ons dat o G S. Deur dan te vereis dat S
dig in R moet wees, kry ons ’n veralgemening van
volledig priem. Dit is presies die sterk priemringe van
graad een, soos gedefinieer deur Handelman en
Lawrence.® Ons kan net noem dat Van der Wait’
sulke ringe super-priem noem.

Tweedens, 'n ring is volledig priem as en slegs as
die nie-nulelemente ’n multiplikatiewe geslote versa-
meling vorm. As ’n verdere veralgemening van volle-
dig priem, kan dan vereis word dat die nie-nui-
elemente van die ring R 'n multiplikatief geslote deel-
versameling bevat wat dig is in R\{o} en nie RXlo} self
hoef te wees nie. Sulke ringe is presies die

s-priemringe van Van der Wah.’
Ons laaste voorbeeld kry ons in die algemene radi-

kaalteorie van ringe (in die sin van Kurosh en Amit-
sur)." Laat P ’n eienskap wees wat ’n element van 'n
ring kan he (bv. idempotensie, eenheid, identiteit,
nilpotensie). 'n Element a in die ring R heet 'n P-
element as a die eienskap in R het. Gerieflikheids-
halwe aanvaar ons dat o beide ’n P-element en ’n

~P-element is, waar ~P die logiese negering van P
is. ’n Ring heet ’n P-ring as elk van sy elemente 'n P-
element is. Wiegandt* het die nodige voorwaardes
op P gegee sodat die klas van alle P-ringe, aangedui
met R{P), ’'n radikaalklas is. Die halfenkelvoudige
klas bepaal deur die radikaalklas R(P), aangedui met
SR(P), bestaan uit al die ringe wat geen nie-nulideale
het wat in R{P) is nie. As Rp die versameling van alle
~P-elemente van R is, dan kan SR{P) gekarakteri-
seer word deur SR(P) = {R|R is ’n ring met Rp dig in
R}. Byvoorbeeld, as P die nilpotente eienskap is, dit
wil se Xis ’n P-element as daar ’n natuurlike getel n is
sodat x" =0, dan is R(P) die nilradikaalklas. Die be-
langrike nil-halfenkelvoudige ringe is dan presies al
die ringe waarvoor die nie-nilpotente elemente dig is
in die ring. Netso, as P die links kwasiereguliere eien-
skap is (x is links kwasieregulier as daar ’n vy is sodat
y+Xx-yx =0), dan is die P-ringe die Jacobson-
radikaalringe. Die Jacobson halfenkelvoudige ringe
is presies al die ringe waarvoor die nie-(links kwasie-
reguliere) elemente dig is in die ring.

4. SKEIDING

Om mee te begin, kan ons net noem dat R die in-
diskrete topologie het as en slegs as R=o0. Verder
geld dat R enkelvoudig is as en slegs as < {0}, R en
R\{o} die enigste oop deelversamelings van R is. Ons
kan nie veel skeiding verwag ten opsigte van ons
topologie nie, en wel om die volgende twee redes:
Eerstens, enige element x # o in ’n ring is bevat in ’n
kleinste oop deelversameling, naamlik (x)\{o}. Twee-
dens, die afsluitingsoperator van Stelling 2.1 is ook
’n algebraiese afsluitingsoperator. Dit beteken dat vir
enige S C R, is S=_U{"}|x G S}. In enige topologie-
se ruimte X waar S= U{"}|x G S}vir alle S C X,
geld die volgende: X is ’n Ti-ruimte as en slegs as X
’n diskrete ruimte is.

4.1 Stelling

'n Ring R is Tgas en slegs as (a) = (b) imphseer
a=b virenige a,b in R.

Bewys. Laat R Tqwees en veronderstel (a) = (b) vir
'na,bin R. As a ™ b, kan ons, sonder verlies aan
algemeenheid, aanvaar dat daar 'n oop omgewing U
vanaismet b~ U. Asb=0, is (a) = (b) = 0 wat teen-
strydig is met a b. Dus is b oenb G
(b)\{o} = (@){o} C U want U is oop. Maar b ~ U.
Dus moet a=b. Omgekeerd, as a # b, a,b G R, dan,
uit ons aanname, is (@) # (b). Dus is b ~ (a) of
a”™ (b),seb”™ (a). Asa=o0,danisb oenis{o}’n
oop omgewing van a met b A {o}. As a # o, dan is
(a)\{o} 'n oop omgewing van a wat nie b bevat nie.
Die geval a * (b) word soortgelyk gehanteer. Dus is
R To wat die bewys voltooi.

Omdat (a) = (- a) vir enige a G R, moet die karak-
teristiek van ’n To-ring noodwendig 2 wees. Die ring
van alle deelversamelings van ’n versameling met
twee elemente is ’n voorbeeld van ’n (nie-diskrete) To-
ring.

Daar is presies drie soorte T,-ringe (= diskrete
ringe). Hulle word gegee deur:
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4.2 StelUng

R is Ti as en slegs as R een van die volgende is: die
eenelementring o, die twee-elementliggaam Z2= {o; 1}
of ’n nulring met karakteristiek twee.
Bewys. Dit is duidelik dat enige van die genoemdes T]
moet wees. Veronderstel dus dat R (# o) T] is. Dan
moet R karakteristieck 2 he. Omdat R diskreet is,
moet {x} oop wees en dus is (x)\{o} C { vir enige
Xe R. Dus is (x) = {x;0}. Hieruit volg dat xy= 0 vir
alle X # y in R. Inderdaad, omdat xy E (x) = {x;0}, is
xy=x of xy=o0. As x=xy G (y)={y;0}, dan is
X =Xy =y wat teenstrydig is. Ons onderskei nou twee
gevalle:
Eerstens, veronderstel R het ’n nie-nul idempotente
elemente. Laatb G R.

Asb#oenb#e danise- b# e Dusis

o=¢e(e- b)=¢e"- eb=-ewat teenstrydig is. Dus moet

b=oofb=eenvolgR = Z2.
Tweedens, as R geen nie-nul idempotente element het
nie, is

R~=0:Vir enige X,y € R weet ons reeds dat xy=o0

as X Y. As x=y, kry ons xy = x" G {x;0} en

as X# o, moet xy=o.

5. ONDERRINGE EN DIE RELATIEWE

TOPOLOGIE

Vir ’n gegewe ring R m”t onderring S, hoef die
relatiewe topologie op S en die topologie op S as 'n
ring beskou nie dieselfde te wees nie. Die volgende
stelling karakteriseer dis ¢ derringe waarvoor dit wel
geld. Ons maak egter eers < i volgende afspraak ten
opsigte van notasie: Ten 7 sal die topologiee (van
Stelling 2.1) op R en S respektiewelik aandui met
die relatiewe topologie op S. Vira G S, sal (a)s en (@R
die ideale voortgebring deur a in S en R respektiewe-
lik aandui.

5.1 Stelling

T =Tsasenslegsas (a)s=S O (@R virallea G S.
Bewys. As T =T" moet ons net bewys dat S fl (a)r
C (a)s want die omgekeerde insluiting geld altyd.
Omdat (s ET =T7 is(@s=S Pi Vvir 'n Voop in
R. Omdat beideoenain Vis, is(@R C V. Dusis SH
@R C Sn V=(a)s. Omgekeerd, veronderstel S D
(@R=()sviralleaGS. Laat U G Ts. DanisU=SPi
Vvir’'nVoop in R. Laata GU. Danisa GV en dus
is ()R\{o} C V. Dus is

(@)s\{o}=[Sn (aAR]\M CSn V=U,

ditwilse, UGr. AsUG r, laat W= U{(a)Rja G U}.
As 0 G U, laat V=W, andersins laat V=W\{o}. In
beide gevalle is Voopin Ren U=SPi V. DusisU G
Ts wat die bewys voltooi.

As R ’n Boolese ring (x*=x vir alle x G R), of ’n
VVon Neuman reguliere ring (vir alle a G R is daar ’n x
G Rmeta=axa)en Sis ’nideaal in R, danis (@R=S
n (@Rvirallea GS.

6.KONTINUITEIT

Vir ’n homomorfie f:Ri “mR2, hoef f nie kontinu
te wees nie. Vir kontinuiteit is die bestaan van geslote
ideale belangrik, want ons het die volgende:

6.1 Stelling

f:Ri —R2is kontinu as en slegs as die kern van f ’n
geslote ideaal is.
Bewys. Ons sal die kern van f met ker f aandui. As f
kontinu is, sal f"'(B) C f"'(8) viralle B C R2. In die
besonder, vir B= {0}, kry ons

KiTf=f-i({o}) C f-'(]5)) = f-({o}) = kerf

omdat {0 }’n geslote deelversameling van R2 is.

Omgekeerd, veronderstel ker f=ker f. Laat
U C R[. Onssal aantoon dat f(U) C f(U) waaruit die
kontinuiteit van f sal volg. Dit is duidelik dat as U = 4
of U = {0}, die gewenste insluiting volg._Veronderstel
dus dat U™ en U~ {o}. Laat x G f(0), se x=f(y)
met y G 0. Asy G U is ons klaar. Veronderstel
dus dat y ’n verdigtingspunt van U is. Dan is
Un (y){y;o} LaatzGUmetzG(y)enz#y,
z 0.Asf(z)=x, dan is x=1(z) G f(LF) C f(U). As
f(z)=o0, dan is z G ker f H (y)\{y;o|, dit wil se,
y G ker f=ker f. Dus is x= f(y) = 0 = f(z) G f(U)
C f(U). Veronderstel dus dat f(z) # x en f(z) o.
Dan is f(z) G f(U) H (x)\{x;0} en dus is x G f(U) wat
die bewys voltooi.

Uit hierdie stelling en omdat {0 }’n geslote ideaal is,
volg dat enige injektiewe homomorfie kontinu is.
Ons kan 00k net noem dat enige surjektiewe homo-
morfie 'n oop afbeelding is.

Laastens, om mee af te sluit, kan ons net noem dat
daar nog verskeie algebraiese of topologiese eien-
skappe is wat ondersoek kan word. Byvoorbeeld, vir
watter ringe sal die topologie kompak wees, of wat is
die invloed van kettingvoorwaardes op die topologie?

Ontvang 30 Mei 1985; aanvaar 26 Februarie 1986.
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