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Navorsingsbrie we

Die uniekheid van ’n waardefunksie vir asimmetriese 
isotoopskeiding

UITTREKSEL

Waardefunksies vir isotoopskeiding word byvoorbeeld gebruik om die skeidingsvermoe van ’n uraanverry- 
kingskaskade te bereken. Die uniekheid van die waardefunksie vir simmetriese skeidingsprosesse is bekend. Die 
uniekheidsprobleem vir asimmetriese prosesse word bespreek en opgelos.

ABSTRACT

The uniqueness o f  a value function fo r  asymmetric isotope separation
Value functions fo r  isotope separation can be used to calculate the separative power o f  uranium enrichment 
cascades. The uniqueness o f  the value function fo r  symmetric separation processes is well known. The uniqueness 
problem is discussed and solved fo r  asymmetric processes.

INLEIDING
Dit is gebruiklik om die vermoe van ’n skeidings- 

element of kaskade vir die skeiding van ’n binere iso- 
toopmengsel in terme van ’n waardefunksie V uit te 
druk.^ Uit ’n wiskundige oogpunt gesien, beeld so ’n 
waardefunksie positiewe waardes van die massaver- 
houding R van die verlangde isotoop af op die reele 
getalle, op so ’n wyse dat die funksionaalvergelyking

(l-aso)(l+aft,R)V(aft,R)
+ (ato-l)(l+asoR)V(a3oR)

+ (Wfo “ *so)(l + R)V(R) = <f’{0'to.«so)(®to ~ «so)(l + R)
( 1)

bevredig word.' Hier is as, en 0^, konstante rede 
skeidingsverhoudings3 waarvoor

0 < a s o < K a f t ,  (2)

en is <|> («(b, aso) ’n arbitrere nie-nul rede funksie van 
ttfb en ttso, onafhanklik van R. Dit is bekend dat (1) 
wel ’n oplossing het,"* byvoorbeeld

V(R) = (A + BR)/(1 + R)
+ oso) ((aR -  b)/(l + R)) fti R, (3)

waar A en B konstantes is wat uit voorgeskrewe 
waardes van V of sy afgeleide bepaal kan word en

a = Ofb -  0's.

b =

®(b(l O'so) ^  *so (®ft) 1) ftl (l/ftso) 
______________ Ofo -  Oso___________

(Oft, -  1) fh (l/«so) -  (1 -  ftso) ftl «ft)

Een keuse van die funksie <)' wat dikwels gebruik 
word, is

Hoh, «so) = 1/b.

In die spesiale geval van simmetriese skeidingsproses
se is aft, Oso = 1 en dus a = b. Vir hierdie geval tree 
daar vereenvoudigings in en is dit (minstens implisiet) 
bekend dat die waardefunksie onder sekere voor- 
waardes wel uniek is.  ̂ Hoewel verskeie belangrike 
isotoopskeidingsprosesse benaderd simmetries is, is 
die Suid-Afrikaanse proses vir uraanverryking ’n 
voorbeeld van ’n erg asim m etriese isotoop- 
skeidingsproses.3 Die doe! van hierdie artikel is om 
die uniekheid van ’n waardefunksie vir die asim
metriese geval te ondersoek. Met uniekheid word 
bedoel dat ’n waardefunksie uniek bepaal word tot 
op die arbitrere konstantes (byvoorbeeld A en B in 
die waardefunksie (3)).

DIE HOMOGENE VERGELYKING
Dit is maklik om te toon dat die nie-homogene funk
sionaalvergelyking (1) ’n unieke oplossing het as die 
ooreenkomstige homogene funksionaalvergelyking 
’n unieke oplossing het. Deur gerieflikheidshalwe van 
die funksie F(R) = (1 + R) V(R) gebruik te maak, 
kan die homogene vergelyking herskryf word in die 
vorm
(l-aso)F(aft,R) + (aft,-l)F(a3oR)
-(aft, -a„ )F (R ) = 0. (4)
Een oplossing van (4) is 

F(R) = A + BR, (5)
waar A en B konstantes is. Dat die uniekheidspro
bleem vir ’n oplossing van die homogene vergelyking 
sinvol is, blyk daaruit dat as aft, en aso rasionale 
getalle is, vergelyking (4) minstens een ander oplos
sing het, naamlik 

F(R) = D as R rasionaal is,
= E as R irrasionaal is, 

waar D en E arbitrere reele getalle is, D +E.
Ten einde uniekheid te verkry, is dit nodig om iets
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meer oor die eienskappe van F te spesifiseer. In wat 
volg, sal daar aangeneem word dat F twee maal kon- 
tinu differensieerbaar in die cop interval (0,°°) is. 
Daardeur word die tweede oplossing hierbo uitge- 
skakel en word die volgende benadering tot die 
uniekheidsprobleem moontlik gemaak.
Indien daar bewys kan word dat die tweede afgeleide 
F"(R) = 0 vir alle R in (0, «>), sal daaruit volg dat 
vergelyking (4) slegs die algemene oplossing (5) het. 
As die homogene vergelyking twee maal met betrek- 
king tot R gedifferensieer word, is

(1 -  aso) F" (afeR) + -  1) a2«, F-'Ca^oR)
-(a to -« so )F " (R )  = 0. (6)

In sowel hierdie as in die vorige funksionaalvergely- 
kings word die betrokke funksie by drie verskillende 
argumente aangegee. Hierdie probleem kan die hoof 
gebied word deur ten eerste ’n funksie tp van R 
(waaroor later meer besonderhede verskaf word) in te 
voer en met inagneming van (6) die volgende 
vergelyking op te stel:

;  Xi, (R) [(1 -  «3o) F'Vfc R)
O

+ («to - 1 )  F ’W  R) -  («to-«so) F"(R)] 
dR = 0.

(7)
Die integraal in hierdie vergelyking kan op ’n 
ooglopende wyse in drie dele geskei word. Deur in die 
eerste en tweede dele onderskeidelik die substitusies 
y = Oft, R en y = aso R te maak, kan vergelyking (7) 
getransformeer word na die vorm 

00

J F"(y) [(1 -  aso) afoW (̂y/afo)

waar die ongelykhede uit (2) volg. Vir y in die oop in
terval (O.oo) is dus

< °°M y)l— I( l/P )y n /(n -2 ) !  = y2ev/P. 
n = 2

Gevolglik is die reeksoplossing ip(y) absoluut 
konvergent in (0, °°). Daarmee is die bestaan van ’n 
oplossing van die hulpvergelyking verseker.

GEVOLGTREKKINGS
Met behulp van die resultate van die vorige afdeling 
kan vergelyking (8) geskryf word in die vorm

/  F"(y)y2e->dy = 0. ( 10)

+ (Oftj -  1) Q’sov(y /O ’so) -  ("to -  aso) V (̂y)]dy = 0.
(8)

Vir die spesiale geval van ’n simmetriese skeidings- 
proses is die bekende waardefunksie sodanig dat die 
ooreenkomstige funksie F konveks is. Dit sou redelik 
wees om te aanvaar dat dieselfde eienskap ook vir 
asimmetriese prosesse behoort te geld, en dit sou 
trouens ook uit fisiese oorwegings gemotiveer kon 
word. Met die aanname van konveksiteit, dit wil se 
dat F"(R)— 0 vir alle R in die interval (0, °°), volg dit 
van (10) dat F"(R) = 0 vir alle R in hierdie interval. 
Soos reeds genoem, impliseer hierdie resultaat dat die 
waardefunksie vir asimmetriese isotoopskeiding 
uniek is.

By wyse van opsomming kan gese word dat as F in 
(4) twee maal kontinu differensieerbaar en konveks 
in die oop interval (0,°°) is, dan is die waardefunksie 
V vir asimetriese isotoopskeiding uniek.
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’N HULPVERGELYKING
Die vorm van vergelyking (8) en die doel van die ar- 
tikel suggereer ’n ondersoek na die hulpvergelyking

(1  -  a s o ) « to  v ( y / o i o ) +  (« to  -  1 ) «so  v ( y / « s o )
-  («& -  «so)v(y) = y^e-y (9)

vir y in die interval (0, °°). As die hulpvergelyking ’n 
reeksoplossing 

00

ipCy) = I  a„ y" 
n = 0

het, volg dit uit ’n vergelyking van die koeffisiente 
van dieselfde magte van y in (9) dat Bq = 0, ai =0, en 
an = ( - l ) " - V ( ( n - 2 ) !  B „ )v irn 2  2.
Hier is

Bn = (l-aso)(«Jo“" - l )  + (ato -l)(«lo-" - 1)
=  (a*, -  1)(1 -  «so) [(l/«?o ' > -  1 /«?o-')

+ . . .( l/a « ,-l/a to )]

-  («to -  1)(1 -  aso)(l/«so -  l/tffc)
= P>0,
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