
144 ISSN 0254-3486 =  S. A. Tydskrif vir Natuurwetenskap en Tegnologie 8, no. 4 1989

VERWYSINGS

1. Wilson, R.T. & Lewis, J.G . (1977). Observations on the spec
kled pigeon Columba guinea in Tigrai, Ethiopia. Ibis, 119, 195- 
198.

2. Maclean, G.L. (1985). Roberts' birds o f  Southern Africa. (John 
Voelcker Voëlboekfonds, Kaapstad).

3: Cooper, J. (1975).- Primary moult, weight and breeding cycles of 
the rock pigeon on Dassen Island. Ostrich, 46, 154-156.

4. M urton, R.K., Westwood, N.J. & Isaacson, A.J. (1974). Factors 
affecting egg-weight, body-weight and moult o f the woodpigeon 
Columba palumbus. Ibis, 116, 52-73.

5. Ledger, J. (1972). Bird ringing manual. (Witwatersrandse Voël- 
klub, Johannesburg).

6. Goodwin, D. (1967). Pigeons and doves o f  the world. (Brit. Mus. 
Nat. Hist., Londen).

7. Hanmer. D.B. (1981). Abnormal numbers o f rectrices. Safring 
News, 10, 3-5.

8. Kobayashi, H. (1953). Studies on molting in the pigeon. III. 
Observations on normal process of molting. Jap. J. ZooL, 11,1-
9.

9. Spearman, R.I.C. (1971). Integumentary system. In Physiology 
and biochemistry o f  the domestic Jowl, Bell. D,J. & Freeman, 
B.M. ed. (Academic Press, Londen).

10. Kok, O.B. & Kok, A.C. (1989). Broeiaktiwiteite van die krans- 
duif Columba guinea. S.A. Tydskr. Natwet. Tegnol., 8(3).

11. Kok, A.C. & Kok, O.B. (1988). Voedingsekologie van kransdui- 
we. S./4. Tydskr. Natwet. Tegnol., 7. 113-121.

12. Shotter, R. A. (1978). Aspects of the biology and parasitology of 
the speckled pigeon Columba guinea L. from Ahmadu Bello 
University Campus, Zaria, North Central State. Nigeria. Zool. 
J. Linn. Soc.. 62, 193-203.

13. Ljunggren, L .(1968).Seasonalstudiesofw oodpigeotfpopulati
ons. I. Body weight, feeding habits, liver and thyroid activity. 
Viltrevy, 5, 435-491.

14. Bellairs, R. (1964). Biological aspects o f the yolk o f the hen's 
egg. In Advances in morphogenesis, Abercrombie, M. & Brachel, 
J. ed. (Academic Press, New York).

15. Murton, R.K. Isaacson. A.J. & Westwood, N.J. (1971). The 
significance o f gregarious feeding behaviour and adrenal stress 
in a population of woodpigeons Columba palumbus. J. Zool. 
Land., 165, 53-84.

Oor die onvoorwaardelike lognormaalverdeling

J. J. J. Roux* en A. Bekker
Departem ent Statistiek, Universiteit van Suid-Afrika, Posbus 392, Pretoria 0001 
C. A. van der Merwe
Departem ent Kwantitatiewe Bestuur, Universiteit van Suid-Afrika, Posbus 392, Pretoria 0001

Ontvang 5 September 1988; aanvaar 19 Junie 1989

UITTREKSEL

D ie onvoorwaardelike lognorm aalverdeling wat ryk aan param eters is, word voorgestel en na ’n meerx’aria te verdeling  
uitgebrei. Teoretiese eienskappe en ’n toepassing van die onvoorwaardelike lognorm aalm odel word gegee.

ABSTRACT

On the unconditional lognormal distribution

The unconditional lognormal distribution that is rich in parameters is introduced and extended to a multivariate distribu
tion. Theoretical properties and an application o f  the unconditional lognormal m odel are given.

1. INLEIDING
D ie tweeparameter lognormaalverdeling met 
waarskynlikheidsdigtheidsfunksie (wdf.)

(1.1) f(x) =  — eksp j —^ ( l o g  x -  v)2[
•Jin a \

(x >  0, — oo <  v <  oo, a  >  0)

is die beste bekend as ’n model vir inkomsteverde- 
lings.1,2 Veronderstel die parameter v in (1.1) is ’n 
funksie van ’n variaat Y, dan word die voorwaardelike 
wdf. van X gegee Y =  y die volgende:

(1.2) f(x|y) = ----- -—  eksp { -  (log x -  v(y))2}
'Jilt <TX I 1(1 J

(x >  0, — oo <  v(y) <  ao, a  >  0)

waar
1

v(y) +  T-ff2
(1.3) E(X|Y =  y) =  e 2

die regressiefunksie is. Die waarde van v(y) word be
paal uit die verskillende vorms wat die regressie kan 
aanneem. Die variaat Y word dus gedefinieer as soda- 
nige faktor wat die verdeling van X o f  die parameters 
van die verdeling van X beinvloed.3 In hierdie artikel 
word aan laasgenoemde aandag gegee. Dit is bekend 
dat die onvoorwaardelike wdf. van X vanuit

(1.4) h(x) =  J"f(x|y)g(y)dy

*Outeur aan wie korrespondensie gerig kan word.

vir ’n gegewe wdf. van Y en sekere vorms van die re
gressie verkry kan word. Let op dat die integrasic hier 
afhanklik van die keuse van die verdelings is. In die 
ondersoek na h(x) moet vasgestel word o f  die popula- 
sie van saamgevoegde groepe ’n lognormaalverdeling 
het.

In paragraaf 2 word enkele stellings afgelei waar die 
onvoorwaardelike verdeling ’n lognormaalverdeling 
is. Hierdie onvoorwaardelike lognormaalverdeling be- 
sit die vorm van die tweeparameter lognormaalverde-
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ling, maar is ryker aan parameters. In plaas van die 
tweeparameter lognormaalverdeling kan die driepara- 
meter lognormaalverdeling beskou word en soortgely- 
ke stellings volg. In paragraaf 3 word Pearson4 se se- 
leksieprosedures gevolg om die invloed van verande- 
ring in die parameters van die verdeling van Y op die 
parameters van die onvoorwaardelike verdeling van X 
vas te stel. ’n Metode om beramers vir die parameters 
van die onvoorwaardelike lognormaalverdeling te be- 
paal, word in paragraaf 4 bespreek. In paragraaf 5 
word die passing van die onvoorwaardelike lognor
maalverdeling op ’n inkomstedatastel geïllustreer. 
Volgens Johnson en Kotz5 word die passing hier be
skou as die opsplitsing van ’n heterogene populasie in 
homogene dele. In paragraaf 6 word die onvoorwaar
delike verdeling na ’n meervariate verdeling uitgebrei.

Let op dat die notasie van Patil et al.b l deurgaans 
gevolg word. Byvoorbeeld, indien X ~  Lontp(v,o-) 
dan word die wdf. in (1.1) gegee.

2. AFLEIDINGS VAN DIE ONVOORW AARDE
LIKE LOGNORMAALVERDELING
In die volgende twee stellings word die regressie van X 
op Y gespesifiseer afhangende van die verdeling van 
die faktor Y om sodoende die onvoorwaardelike ver
deling te vind.

Stelling 2.1
Veronderstel dat X|Y ~  Lontp(v(y),<r), Y ~  N(//,0) en 
E(X|Y =  y) =  eiy+/! waar y and P konstantes is. Dan 
besit X ’n onvoorwaardelike lognormaalverdeling met 
parameters fi, y , /?, 0 en a.

Bewys
Vir E(X|Y =  y) =  volg uit (1.3) dat v(y) =  yy +  fi

— —a 1 en die voorwaardelike wdf. is dan ?

h(x) =  —
1

(2.1) f(x|y) =

V'

• U Hxiyj =

= = —  eksp | - T 7 < log x -  yy -  P -  v 72)2!
2n ax I 2(T 2 )

(x >  0, — x  <  y;>’;/? <  oo, a >  0).

Deur gebruik te maak van (2 .1) en die wdf. van Y, 
naamlik

g(y) =  — ■—  eksp |  -  -J -(y  -  //)21 
v In  0  I 2<h 3

( —oo < y;// < oo, 0 > 0) 

volg uit (1.4) dat die onvoorwaardelike wdf. 

h , x | -

4 -L(log x -  yy -  fi + ^U2)2n- '
dy is.

.eksp< —

y/2n x(y292 + a2ý  
1 1-  (log x — yu — B +  —<r2)2 

2 (yW  + a2) 1 8  m  p 2 ’

(x >  0, — oo <  /ï,y;P <  oo, 6;a  >  0) 

wat dieselfde vorm as (1.1) het. Dus is

X ~  Lontp(y/i +  p  -  l v 2, (;f 0 2 + <r2)*). ■

Stelling 2.2
Indien X|Y ~  Lontp(v(y), a), Y ~  Lontp(/i,0) en 
E(X| Y =  y) =  e; 108 y+i waar y en /? konstantes is, dan is 
die onvoorwaardelike verdeling van X ’n lognormaal- 
verdeling met parameters fi, y, P, 6 en a.

Bewys
V anuit(1.3)en E(X|Y =  y) = e ; lo,y+i volg dat v(y) =  y 

•log y + P — -ja 2. Dan is die voorwaardelike wdf.

f(x|y) =

- = —  e k s p j -  T ^ (log  x -  y log y -  P + ^<t2)2}  
J 2 n  ax I 2° 2 2 >

(x; y >  0, — oo <  y,p  <  oo, a  >  0)

en die onvoorwaardelike wdf. uit (1.4) en (1.1) is

1131 h (X ) =  X % kS P {  “  +
-^ lo g  X -  y log y -  p  + ^T2)2JJy‘ ‘dy.

Na voltooiing van die vierkant en vereenvoudiging is 
die onvoorwaardelike wdf. in (2.3) dieselfde as in
(2.2). ■

Opmerking 2.1
(a) Vir die onvoorwaardelike lognormaalverdeling 

is die gemiddelde e;"+i+!>,w en die variansie
(e2;* + 2i+^ )(e;.^ + ,H _

(b) Vir Z =  X +  a, bring die lokaliteitsparameter a 
teweeg dat die onvoorwaardelike lognormaalver
deling ’n sesparameterverdeling word met tipiese 
vorm van die bekende drieparameter lognormaal
verdeling met a as die onderste grens.

(c) Hierdie onvoorwaardelike lognormaalverdeling 
kan ook beskou word as die verdelings van
(i) met Ui en U 2 as onafhanklike 

N(0.1)-variate
o f

(ii) e?'***- met Z, ~  Lontp(O,-/0) onafhank- 
lik van Z 2 ~~ Lontp(0,<r).

(d) Indien X ~  LontpOy* + P — ^ 2,(}'202 +  <r2)*)

dan volg dat 

log X 1

Na voltooiing van die vierkant en vereenvoudiging is
(2 .2 )

N (yu + P -  y x 2,(72tf2 +  <x2)!).

In die volgende stelling word die verdelings van X|Y en 
Y in stelling 2.2 met die drieparameter lognormaalver
deling vervang. Hiér is die spesifieke regressievorm be- 
sonder beperkend op die keuse van die parameters van 
die verdelings.
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Stelling 2.3
Indien X |Y  ~  Lon(v(y),o-,a), Y ~  Lon(//,#,a) en 
E(X|Y =  y) =  e/iog(y a)+fi _j_ a> (jan is die onvoorwaarde
like verdeling van X ’n lognormaalverdeling met parame
ters fi, y, [I 0, a  en a.

Bewys
Die bewys volg soortgelyk as stelling 2.2. D us is 

X  ~  Lon(y// +  p  -  ý r 2, (y292 +  a2)'-, a ) . ■

Opmerking 2.2
Hierdie uitbreiding na die drieparam eter lognorm aal
verdeling kan ook vir stelling 2.1 gedoen word.

3. DIE INVEOED VAN SEEEKSIE O P DIE 
ONVOORW AARDELIKE LOGNORM AALVER
DELING

’n Seleksie uit die groep wat faktor Y voorstel. word op 
sodanige wyse geneem dat die vorm van die verdeling 
van hierdie geselekteerde groep ooreenkom  met die 
oorspronklike verdeling, m aar met ’n verskil in die pa
rameters. Die effek hiervan op die ooreenstem m ende 
onvoorw aardelike lognorm aalverdeling van X word in 
stelling 3.1 gegee.

Stelling 3.1
Laat X|Y ~  Lontp(v(y),a), E(X|Y =  y) =  e,y+f en
Y ~  N(^,0). Vir U =  (Y — n)/0  selekteer ’n groep, 
vanuit die populasie wat hierdie standaardnorm aal- 
verdeling besit, met gemiddelde h en variansie r2. Dan 
volg dat

X ~  Lontp(hy0 + y/i + P — ý x 2, (r2y2()2 +  cr2)-). 

Bewys
Vir U =  (Y — fx)/9 en Z =  log X is die gesamentlike 
wdf.

" 1
f(u,z) =  — eksp< —— 

2nc  2
-M y/j -  P

+  - a 2 -  y\x9)2 + u2

( —oo <  u, z <  oo, 9,a  >  0, — oo <  n;y;fi <  oo) 

en w ord die gesam entlike m om entvoortbringende 
funksie gegee deur

(3.1) M (t„ t2) =  E[e1,z + l,u].

=  ' j e - tu!e(i, + e '^  + 0 e't<TÍ1'
v 2w J x

Die effek van seleksie word verkry deur e !“du met
1 h)I

—e du te vervang.
r

N ou volg vanuit (3.1) dat

(3.2) M (t,,t2) =  eksp-j h t2 +  (hy9 + yn + P -  - f f2)ti 

+  U<J2 + r2y202) tj +  r2-/0t , t2 +  ^ r2t;

wat die m om entvoortbringende funksie van ’n bivaria- 
te norm aalverdeling is.

Gevolglik is Z ~  N(hyfl -I- y/i + P — ~̂ (T2,

(r2y292 +  a  2)J) uit (3.2) en dus is 

X ~  Lontp(hy0 +  y/.i + P — ^<r2, (r2y292 +  <r2)' ). ■

4. P R O SE D U R E S O M  DIE M A K SIM U M  AAN- 
N EEM LIK H EID SB ER A M IN G S TE VIND.
By die bepaling van maksimum aanneem likheidsbera- 
mers van p  en a 2 beskou ’n steekproef X( vir i =
1,2,...,n  van ’n variaat X met wdf. (2.2) vir /1, 92 en y 
bekend.
Die aanneem likheidsfunksie is

(4.1) L(p,o2) =  7T [x, '(27T) Hy292 + a2) ! |

" * spr  w v T J )  £ ,log X| _  w  ~ f + ? !)i
sod at

r  /n Lf - 2) =  (y292 + cr2) 1 r ( lo g  x - y M- p + ] - o 2) 
dP .-I 2

en
c In U /Í,a2) =  _  l (.l2(?2 +  a2)

+ \ ( y W  + <T2) 21’(log x,- y p - p + i a 2)2
2 i = i  2

- U y 292 + a2) 12T(log \  - y n ~ p + ] - a 2).
2 i-i 2

Dus word die maksimum aanneem likheidsberam ers 
vir p  en a2 gegee deur

a I Ï-1 alP =  -  T log  x - y n  +  —
n i = i 2

en á 2 = — 2T( log x,— -  iTlog x ,) — y292.
n i=i\ n i-i J

5. TO E PA SSIN G
In hierdie paragraaf word die inkomstegegewens, soos 
verkry van die Buro vir M arknavorsing van Unisa, 
van swartes in Pretoria in 1975 beskou.

Gestel X is die totale inkom ste van die hoof van die 
huis en N =  394 is die aantal huise in die steekproef. 
Die totale inkom ste hier is nie ’n suiwer o f homogene 
inkom ste nie. As ouderdom  Y ’n inkom stebepalende 
faktor is, kan verwag word dat persone in hierdie po
pulasie binne dieselfde ouderdom klas ’n homogene 
groep vorm. By die passing van die onvoorw aardelike 
lognorm aalverdeling op X word van stelling 2.1 ge
bruik gemaak. Hier word aangeneem dat die ouder
dom  norm aal verdeel is en die regressiefunksie negatief 
eksponensiaal, d.w.s. die inkom ste neem a f met ouder
dom. Die m aksim um  aanneem likheidsberam ings is 

P =  7,8599 en a  =  0 ,5916 vir // =  45,932,9  = 11.851 
en y =  -0 ,0 1 0 7 .

Die passing van die onvoorw aardelike lognorm aalver
deling vir die inkom ste X word in figuur 5.1 gegee. 
Alhoewel die passing van die onvoorw aardelike log-
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normaalmodel op hierdie datastel nie noodwendig die 
beste is nie, word daar wel aan homogeniteit voldoen. 
Die rede hiervoor is dat daar 'n aantal hoofde met 'n 
baie lae inkomste is. Die onvoorwaardelike lognor- 
maalmodel vir 'n gegewe a in opmerking 2.1(b) sal 'n 
bcter passing lewer.

F r e k w e n s i e

I n k o m s t e  <x

Figuur I: Passing van die onvoorwaardelike 
lognormaalverdeling.

6. MEERVARIATE U1TBREIDING VAN DIE 
SPELLINGS
Die lognormaalverdeling is deur Jones en Miller1* na 
die meervariate lognormaalverdeling uitgebrei. Indien 
X  ~  M LO N(p,^,I) dan word die wdf. gegee deur

f(.v) =  (2n) !”|I | [ * * ]  '

eksp | - ^ ( l o g  x  -  p)"L '(log x  -  g j

(x, >  0. — oc <  //j <  x ,  1 <  i <  p, I  >  0).

Stelling 6.1
Veronderstel dat M LON(p. v(v), I ) ,
M N(p, it, 0 )  en E (X jy = r )  =  e-",:+/1, met
-/(0 =  (()....j-.......()) waar y in die i-de posisie is. Dan
bcsit X_ 'n onvoorwaardelike meervariate lognormaal- 
verdeling met parameters p, [t, y. (h 0  en I .

Bewys
IJit Jones en Miller" is

F(XJK =  v) =  ev -H sodal v(r) = yv + II ~ ~

waar v(r) = VlO) J* = IL
■», (J" = ?r

Vp(.D ÍK

en 1  = a; . . .  o ,n .

°\r ■ ■

• e k s p j - ^ io g  .v -  71 -  £  +  ^ q 2)"Z~'

1
( lo g  A- -  71  -  £  +  2^ 2)

(x, >  0, -  x  <  y,; •/; /?, <  x ,  a, > 0 , 1  >  0) 

en die wdf. van Y word gegee deur 

g(l) =  (2n) !p|0 | !e k s p |-

( — x  <  yi <  x .  — oo <  //, <  oc, 0  >  0). 

Dus volg die onvoorwaardelike meervariate wdf. as

h(.v) =  (2n) H0I !|£| !( n x.) 1 
1-1

(v -  £i)'0 '(V -  M)

+  (log a  -  yv -  /? +  ^ct2)T  1 

(log A- -  yv  -  /? +  ^T2)jd y . 

Na voltooiing van die vierkant en vereenvoudiging
is

-;20  +  I | ( * x , )(6.1) h(.v) =  (2k) !p|

•ekspj — ^ lo g .v - y n - ^ + ^ q 2)’(y2Q + l )  '

(log.v— yp -(l+ ^ q 2) 

(x, >  0, — x  <  p , <  x ,  <T, >  0, 0  >  0 , 1  >  0). 

Dus X_ ~  MLON(p, yi* + <̂x2, / 20  +  £)•

Opmerking 6.1
(a) Die meervariate uitbreiding van stelling 2.2 volg 

soortgelyk.

(b) GestelA' =  (h ,,....h r) waar h, >  0, 1 <  i <  p. Die 
momente van A^in (6.1) is

E k x *1 =  
i-i

ckspf c'/j'i/ +  h’H -  h ' q 2 +  i / / ( 720  +  S ) /^

I ,

2 "  ~  2
(Jones & Miller**)

(c) Laat X , yn +  fi_— Aq;2 en }-20  +  I  in (6 .1) soos volg

opgedeel word: 

y. , _  I X 1 1
-  P X [ ^ ( p - k )  x 1J ’

7U + I L - - ^ _ 2 =

en

0  +  1  
r®n -

-- Z2i . (p - k) x k + 2j: ; (p — k) x (p-k
•20 „ » I „ ' .  kxk ;-=e„ + S„ .k x (p-k) j
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N ou volg dat 

Xj ~  M LON(k, yjxa) +  ;•*©„ +  Zn )

en

X ilX j = x 2 ~  MLON(k, -i-

+  (}’2®12 +  ^12)(72©22 T £ 22) 1 

(log x2 -  y&2) -  ^  + 1^2)). 72©n +

— (}’2© 12 +  S l 2 ) ( / ’‘ ® 22 +  ^ 2 2 )  '( 7 2© 21 +  ^ 2 l ) )

(d) Indien Z  =  X_ + a dan besit die verdeling van Z die 
vorm van die veralgemeende meervariate lognor
maalverdeling, maar met meer parameters.
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UITTREKSEL

Die analise van drywingsoordrag, onder vervormde toestande word nie eenduidig deur huidige analisetegmeke, gewoonlik 
gebaseer op die Fourier-analise. beskryfnie. Korrelasietegnieke word voorgestel om e ffek tie f te wees in die analise van 
drywingsoordrag waar die beladings- en opwekfunksies n nielineêre verwantskap toon. Die analisetegnieke en algemene 
definisie van drywing word voorgestel in ’n verskeidenheid van energiestelsels soos onder meer elektriese en meganiese 
stelsels. Tipiese voorbeelde van vervorming wordbespreek m et resultate van gesimuleerde en praktiese metings in elektrie
se netwerke.

ABSTRACT

Distortion analysis during power transfer using correlation techniques

The analysis o f  power systems, under conditions o f  contaminated loading and excitation functions, cannot be unambigu
ously characterized or categorized with current analysis techniques, usually based on Fourier analysis techniques. Corre
lation techniques are proposed to be effective in the analysis o f  power transfer in systems where the relationship between 
loading and excitation functions is non-linear. This analysis technique is proposed in different energy systems, as fo r  
example electric and mechanical systems. Typical examples o f  distortion in power transfer are described, showing practi
cal results and simulations o f  analysis in electric power networks.

INLEIDING
Vervorming tydens drywingsoordrag kom algemeen in 
verskeie stelsels voor. Hierdie vervorming impliseer 
dat die stelsel teen ’n hoër belading bedryf moet word 
om die benodigde energie vanaf die drywingsbron na 
die las oor te dra, geneem oor ’n sekere tydsinterval <5T. 
Verder kan hierdie vervorming nadelige effekte op an
der apparatuur wat op die vervormde drywingstelsel

*Outeur aan wie korrespondensie gerig kan word.

verbind word, he. Vervorming tydens drywingsoor
drag kom in elektriese netwerke vooren word gewoon
lik gekarakteriseer in terme van ’n niesinusvormige 
spanning o f stroom; in meganiese stelsels kom draai- 
momentpulsasies en vibrasies tydens drywingsoordrag 
voor, wat gewoonlik nadelige elfekte op die stelsel in 
totaal het.

Hierdie vervorming kan baie vorms aanneem. maar 
word in die algemeen selde, o f op n klein skaal. geana-




