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UITTREKSEL

Die paar (P, ¢), P 'n linker R-moduul en ¢ 'n epimorfie, word 'n projektiewe vordekking van ‘'n linker R-moduul M
genoem as vir die eksakte ry
PE&M 0

geld dat P projektief is en ker ¢ klein is in P. Alle nodige definisies word in die inleidende paragraaf gegee. Aangesien nie
elke linker R-moduul 'n projektiewe oordekking het nie (anders as in die geval van injektiewe omhulsels ), word daar in
hierdie artikel gekyk na die moontlikheid om 'n verswakte projek tiewe oordekking te formuleer. In paragraaf 2 word die
begrip swakprojektiewe oordekkings van linker R-module gedefinicer en ontwikkel. In paragraaf 3 word dié begrip
vergelyk met die reeds bestaande een van kwasiprojek tiewe oordekkings. ' Daar word byvoorbeeld aangetoon dat die
kwasiprojektiewe oordekking wat verkry kan word uit 'n bestaande projek tiewe oordekking niks meer is nie as 'n swak pro-
Jektiewe oordekking [Stelling 3.4].

ABSTRACT
Weakly-projective covers for left R-modules

We call the pair ( P, ¢ ) where P is a left R-module and ¢ an epimorphism a projective cover for a left R-module M if in the
exact sequence
Pe&M o0

P is projective and ker ¢ is small in P. All the necessary definitions are given in the introduction. Since it is not true that
every left R-module possesses a projective cover, as is the case with injective hulls, it is the aim of this paper 10 consider a
weakened form of u projective cover. In section 2 the concept of a weakly-projective cover is defined and developed. In
section 3 this concept is compared with that of a quasi-projective cover. *1! For example it is shown that in the case where a
quasi-projective cover can be obtained from an existing projective cover, this quasi-projective cover is nothing more than a
weakly-projective cover [ Theorem 3.4].

1. INLEIDING

In hierdie artikel is alle ringe onder bespreking assosia-
tief en elkeen besit 'n eenheidselement. Alle module is
unitale linkermodule. Die doel van die artikel is om die
begrip van 'n swakprojektiewe oordekking vir linker-
module te formuleer en te ontwikkel, en dan te verge-
lyk met die reeds bekende begrip van 'n kwasiprojek-
tiewe oordekking. Hoewel die meeste van die begrippe
en definisies goed bekend is, word dit ter wille van die
ontwikkeling van die onderwerp volledigheidshalwe
weer gegee. Die simbool J(R) word gebruik om die
Jacobson-radikaal van 'n ring R aan te dui en die sim-
bool £x(M) word gebruik om die annuleerder in die
ring R van ’n linker R-moduul M aan te dui. In wat
volg, sal ons deurgaans bloot van 'n moduul M praat
wanneer ons 'n linker R-moduul bedoel. tensy die ring
R spesifieke eienskappe besit. Met die simbool Endg
(P) word die ring van R-endomorfieé van 'n R-moduul
P bedoel.

1.1 Definisies

(1) 'n R-moduul M word projektief relatief tot 'n R-
moduul N genoem as die volgende diagram met
cksakte ry en enige homomorfie ¢

,M
1o
NS K— 0
voltooi kan word om te kommuteer so0o0s
aangedui.

(2) 'n Moduul M word projcktief genoem as dit pro-
jektief relatief tot elke linker R-moduul is.

(3) M is kwasiprojektief as dit projektief relatief tot
homself is.

(4) M is swakprojektief as M projektief is as 'n R;{
(M)-moduul.

(5) 'n Ondermoduul N van M word klein of oorbodig
genoem (Engels: superfluous)asuitN + K = M
volg dat K = M.

(6) Die paar (P, ¢) word 'n projekticwe oordekking
van M genoem as in die eksakte ry
PAM -0
geld dat P projektiefis en ker ¢ klein isin P. Meest-
al, tensy daar 'n moontlikheid van verwarring is,
sal ons bloot sé P is 'n projektiewe oordekking van
M.
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Dit is 'n bekende feit dat, anders as in die geval van
injekticwe omhulsels, nie elke linker R-moduul "n pro-
jektiewe oordekking het nie. So byvoorbeeld het 'nein-
dige Abelse groep, gesien as Z-moduul, nie 'n projek-
tiewe oordekking in die kategorie van Z-module nie.
Die feit dat nie elke moduul *n projektiewe oordekking
het nie, het aanleiding gegee tot ondersoeke na veralge-
menings van die begrip projektiewe oordekking. Hier-
mee word bedoel dat as 'n moduul M nie ’n projektie-
we oordekking het nie, M moontlik 'n P-projektiewe
oordekking het waar die begrip P-projektief 'n egte
veralgemening van die begrip projektief is. ##1%-1! In
hierdie artikel word die begrip swakprojektiewe oor-
dekking geformuleer en ontwikkel (paragraaf 2). In
paragraaf 3 word die begrip vergelyk met di¢ van 'n
kwasiprojektiewe oordekking.

2. SWAKPROJEKTIEWE OORDEKKINGS

2.1 Definisie
Die paar (P, ¢) word 'n swakprojektiewe oordekking
van M genoem as vir die eksakte ry

P 9» M-S0
geld dat
(i) P swakprojektief is;
(i1) ker ¢ klein is in P, en
(iii) virgeen 0 # K < ker ¢ geld dat P’K swakpro-

jektief is nie.

In effck beteken dit dat gegee 'n eksakte ry

P 9» M-0
met P nie noodwendig projektief nie, maar wel swak-
projektief en ker ¢ klein in P, dan is (P, ¢) 'n projektie-
we oordekking van M in die kategorie van R;{g(P)-
module. Dat M ook n R/{ (P)-moduul is. volg uit die
feit dat [ (P) € [x(M). Ditis verder duidelik dat ¢ ook
'n R/{z(P)-homomortfie is. Die omgekeerde hiervan
geld in die algemeen nie. Dit is naamlik nie so dat ’n
projektiewe oordekking (P, ¢) in die kategorie van
R/€x(P)-module noodwendig "n swakprojektiewe oor-
dekking in die kategorie van R-module sal wees nie.
Kyk in dié verband na voorbeeld 2.5(2) wat later volg.

Dat swakprojektiewe oordekkings bestaan, word

gewaarborg deur stelling 2.4 wat later volg. Met die
nodige aanpassings is die bewys wesenlik dieselfde as
dieé vanstelling 2.6 in [11).!! Die volgende twee lemmas,
wat dirck volg uit onderskeidelik proposisies 2.2 en 2.1
in {11]' en stelling 2.3 in [6].° word vir die bewys van
stelling 2.4 benodig.

2.2 L.emma
As M swakprojek tief is en 'n projektiewe oordekking (P,
o) het, dan is ker ¢ ‘n R-Endg(P)-ondermoduul van P.

2.3 Lemma
As diery 0 - K - P - M — 0 ¢ksak is met P pro-
Jektief en K 'n R-Endg(P)-ondermoduul van P, dan is M
kwasiprojektief.

Ons merk op dat as P 'n projektiewe oordekking is,
dan kan ons kwasiprojektief hierbo vervang met
swakprojektief.®

2.4 Stelling

As M ’n projektiewe oordekking het, dan het M 'n swak-
projektiewe oordekking wat uniek is tot op 'n isomorfie
na.

Bewys
Sé P ' M - 0 is 'n projektiewe oordekking vir M.
Laat X die (unieke) maksimale R-Endg(P)-ondermo-
duul van P wees wat vervat isin ker n. Die bestaan van
X word gewaarborg deur Zorn se lemma en die uniek-
heid volg uit die feit dat die som van twee R-Endg(P)-
ondermodule wat in kern n bevat is, ook in ker n bevat
is. Beskou nou die volgende eksakte ry

P % p/X— 0.
Aangesien X < ker m en ker m klein is in P volg dat X
klein is in P sodat (P, ¢) 'n projektiewe oordekking is
vir P/X. Volgens lemma 2.3 is P X kwasiprojektief en
volgens die opmerking daarna is P/X swakprojektief.
Die res van die bewys is nou dieselfde as dié van propo-
sisic 2.6 in [11}.1

2.5 Voorbeelde
(1) Dit is bekend dat 'n eindige Abelse groep as Z-
moduul nie 'n projektiewe oordekking het nie. So
byvoorbeeld is in die volgende eksakte ry van Z-
module
2%z, -0
Z projektief, maar ker ¢ is nie klein in Z nie. Maar
as Z-moduul het Z; wel 'n swakprojektiewe oor-
dekking. want in die volgende eksakte ry
2Ls 5 zZs = 0
is ;Zs swakprojektief en ker n klein in Z. Die der-
de eis van die definisie word triviaal bevredig.
(2) Beskou die volgende eksakte ry van Z-module
2,42, ~0
Hoewel Z,, swakprojektief is en ker ¢ klein in Z,4
is Z, nie ‘n swakprojektiewe oordekking vir Z,
nie, want Z,o’ker ¢ > Z, wat swakprojektief is.

2.6 Stelling
'n Eksakie ry van R-module,
P&M o0

met P swakprojektief en ker ¢ klein in P is 'n swakpro-
Jektiewe oordekking as en slegs as €x(M) = {(P).
Bewys
Sé P 9 M — 0 is 'n swakprojektiewe oordekking.
Ons hoef slegs te bewys dat (4(M) € £,(P). Ons be-
wys eers dat ker ¢ geen egte nie-nul Endg(P)-ondermo-
duul bevat nie. Aanvaar die teendeel. Sé dus dat
0 # K < ker ¢ 'n Endg(P)-ondermoduul van P is.
Beskou die volgende diagram met eksakte ry en enige
homomorfie a

P

| nat

P.K

A (mnat) 0 ‘e
P*—— (PK®*=SN—0

waar A enige indeksversameling is.
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Aangesien P swakprojektief is, is dit projektief rela-
tief tot P vir elke versameling A. Dus bestaan daar 'n
homomorfie a: P —» P* sodanig dat

0(n nat)a = a nat.
Definieer nou a”: P/K — (P/K)* soos volg:
a'(p + K) = ap + KA
Aangesien K 'n Endi(P)-ondermoduul van P is, is
aK < K* sodat o’ goed gedefinieer is.
Nou is 0a'(p + K) = 6(@p + K?)
0((= nat)a(p))
= a nat(p)
= a(p + K).
Dus P/K is swakprojektief wat strydig is met die feit

dat P 2 M - 0 ’n swakprojektiewe oordekking is.
Dus ker ¢ bevat geen nie-nul Endg(P)-ondermoduul
nie. Maar £;(M).P is 'n Endg(P)-ondermoduul van
P want sé o: P — P, dan is a(€g(M).P) = £
M)aP = €,(M).P. Verder is £3(M).P < ker ¢ want
O(€r(M).P) = £,(M).¢(P) = £(M).M = 0. Dus
volg dat £x(M).P = 0 sodat £x(M) < {(P).

Sé omgekeerd dat  €x(M) = €y(P). Laat
0 # K < ker ¢ s6 wees dat P/K swakprojektief is.
Dus P/K is projektief as R/€g(P/K)-moduul. Maar
£:(P/K) = £x(P). Dit volg so6: sé€ r € £x(P/K), dan is
K=r(p+ K)=1rp+ K sodat rpe K. Dus
0 = ¢(rp) = rd(p) = rm sodat r € €x(M) = €, (P).
Dus £,(P/K) = €x(P). S&, omgekeerd, dat r € £x(P).
Danisr(p + K) = rp + K = Kwantrp = 0. Dus
£:(P/K) = €x(P). Dus P/K is projektief as 'n R/€;(P)-
moduul.

Stel R = R/€x(P). In die kategorie van R-module
het ons dus die volgende twee eksakte rye

PE Moo
en

PK &Moo
waar 6(p + K) = ¢(p). Ons wil bewys dat (zP/K, 6)
’n projektiewe oordekking van M is.

Ons bewys eers dat ker 6 = ker ¢/K. Sédusp + K
eker8. Danis0 = 6(p + K) = ¢(p) sodat pe ker ¢
enp + Keker¢/K. As, omgekeerd, p + K e ker ¢/K,
danis 6(p + K) = ¢(p) = 0sodat ker 6 = ker ¢/K.
Nou volg dat ker 0 klein is in P/K.! Dus volg dat in die
kategorie van R-module beide (P, ¢) en (P/K, 0) pro-
jektiewe oordekkings vir M is. Dus P/K ~ P as R-
module en dus ook as R-module. Dus K = 0en P ’'n
swakprojektiewe oordekking van M.

Gevoli 1

S¢ P 5 M - 0 is ’n swakprojektiewe oordekking.
Dan is M self swakprojektief as en slegs as M projek-
tief relatief tot P* is vir elke indeksversameling A.3

Gevolg 2

As P % M - 0 ’n swakprojektiewe oordekking is,
dan is P projektief relatief tot M.3

Hoewel die klas van module wat swakprojektiewe
oordekkings het, groter is as die klas wat projektiewe
oordekkings het, bestaan daar module wat nie swak-

projektiewe oordekkings het nie. Vir 'n voorbeeld sien
IR

Verder ontstaan die vraag of dit mMe dalk net die
swakprojektiewe module is wat hul eie swakprojektie-
we oordekkings is nie. SO byvoorbeeld het geen R-mo-
duul M waarvoor geld dat £;(M) = J(R) 'n swak-
projektiewe oordekking nie, tensy M self swakprojek-
tief is. Dit volg so6: S& vir 'n moduul M geld dat
£x(M) = J(R). Dan is R/€g(M) = R/J(R) en
J(R/J(R)) = 0.! Sé nou M het 'n swakprojektiewe
oordekking

PAM o0

Danis £3(P) = £x(M) = J(R).Ons het dan 'neksakte
ryvan R = R/J(R) module met ¢P projektief en ker ¢
klein in P. Maar dit is strydig met {1],! p. 203. Om ’n
voorbeeld te kan gee van 'n moduul wat nie self swak-
projektief is nie, maar wel 'n swakprojektiewe oordek-
king het, benodig ons die volgende lemma.

2.7 Lemma
As C = A ® B swakprojektief is, dan is beide A en B
swakprojektief.

Bewys

Laat R* = R/E,(C). As C swakprojektief is, is sowel
A as B projektief as R*-module. Aangesien £,
(C) = €(A)is Lx(A)/ER(C) = Er(A) wantsér +
(C) e Lx(A)/€x(C) en aeA. Dan is (r + €
(C))a = ra = 0 want r € £z(A). Laat I* = {(A)/Cg
(C). Volgens [I]' p. 191 is A projektief as ’n
R*/1* >~ R/€z(A)-moduul. Dus A is swakprojektief;
en net so ook B.

Die omgekeerde van lemma 2.7 geld nie in die alge-
meen nie. So byvoorbeeld i1s sowel Z, as Z, swakpro-
jektief, maarZ, @ Z,isnie.StelK = Z, @ Z,,danis
€(K) = €4Z,) N 8x(Zy) = 4Zsodat Z/l,(K) =~ Z,.
Maar K is nie as Z,-moduul projektief nie, want as K
as Z,-moduul projektief is, dan is Z, dit ook.

Beskou egter die volgende diagram van Z,-module

Z,
1z,
z.%72,—0
met 6(1) = 1. Asa: Z, - Z,’n homomorfie is, dan is
a(l) = 0of a(l) = 2, maar in nie een van die gevalle
is die diagram dan kommutatief nie.

Aangesien J(Z) = 0 het K nie 'n projektiewe oor-
dekking nie. K het wel 'n swakprojektiewe oordekking
naamlik

249249’22924_’0-
Hier is Z, @ Z, swakprojektief, ker ¢ is klein in
Z, D Zien UZ,) ® Z,) = U(Z,) D Z,) sodat uit
stelling 2.6 volg dat (Z, ® Z,,$) 'n swakprojektiewe
oordekking is. Uit die voorafgaande blyk dat gegee 'n
versameling linker R-module {M,},, met swakprojek-
tiewe oordekkings (P,, ¢,).;, dan geld in die algemeen
nie, soos die geval is met projektiewe oordekkings, dat

i?; P, die swakprojektiee oordekking van 8 P, is nie.

Wat ons wel sal aantoon, is dat die volgende geld.
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2.8 Stelling
Laat (P, &,) en (Py, ¢;) swakprojektiewe oordekkings
wees van M, en My, respektiewelik. Dan is

P, @PZMAMl ®M, -0

'n swakprojektiewe oordekking as en slegs as daar 'n
swakprojektiewe moduul Q bestaan sodanig dat
Q = P, @ P, enmet P, projektief relatief tot P} en P,
projektief relatief tot P} vir elke indeksversameling A.
Dat die stelling geld, sal later aangetoon word. Die
vraag wat dus aan die orde is, 1s gegee dat A en B
swakprojektiewe linker R-module 1s, onder watter om-
standighede sal geld dat A @ B swakprojektief is?

2.9 Stelling

Laat A en B direkte sommande wees van 'n linker R-
moduul C. Dan is die volgende ekwivalent.

(a) C is swakprojektief.

(b) (i) A en B is beide swakprojektief, en

(i1) A is projektief relatief tot B' en B is projektief

relatief 1ot A', vir elke indeksversameling 1.

Bewys

(a) = (b). Laat R = Ri{(C). B is as R-moduul pro-
jektief en volgens lemma 3.8 van [10}'° is B projektief
relatief tot C' =~ A' @ B'.Beskou die volgende dia-
gram met eksakte ry en homomorfieé.

AraB Sa Bk Lo

Definieer nou y:B = A! sodat y' = my. Dan is
By’ = ¢. Soortgelyk volg dat A projekticf relatief tot
B' is.

(b) = (a). A swakprojektief en A projektief relatief
totB' impliseer dat A projektief relatieftot A' @ B'is.®
Netso is B projektief relatief tot A' @ B'. Nou volg dat
A @ B projektief relatief tot A'@ B' =~ (A @ B)' is
sodat A @ B swakprojektief is.

Dat stelling 2.8 geld, volg nou direk uit stelling 2.9.
Die volgende eksakte ry sal dus 'n swakprojektiewe
oordekking wees

z.%z.02, -0

3. SWAKPROJEKTIEWE QOORDEKKINGS VER-

SUS KWASIPROJEKTIEWE OORDEKKINGS
3.1 Definisie
Die paar (Q. ¢) word 'n kwasiprojek iewe oordekking
van die R-moduul M genoem as vir die eksakte ry

Q&M =0
geld dat
(1) Q kwasiprojektief is;
(n) ker ¢ klein is in Q, en
(i) virgeen 0 # K < ker ¢ geld dat Q/K kwasipro-
jektief is nie.

Dit is bekend dat projektiwiteit 'n egte veralgeme-
ning is van dic begrip swakprojektiwiteit. Tog is 'n
projekticwe oordekking van *n moduul M nie sonder
aanpassings ‘n swakprojektiewe oordekking nie [2.4].
Aangesien kwasiprojektiwiteit 'n egte veralgemening

van die begrip swakprojektiwiteit is, sou ons kon ver-
moed dat 'n swakprojektiewe oordekking ook nie son-
der meer 'n kwasiprojektiewe oordekking is nie. Dat
dit nie die geval is nie, volg uit die volgende stellings.

3.2 Stelling

AsP 9» M = 0 'n swakprojektiewe oordekking is, dan
is (P, &) 'n kwasiprojektiewe oordekking.*

3.3 Stelling
AsQ 9, M — 0 'n kwasiprojektiewe oordekking is, dan
geld dat £x(Q) = Eg(M).¢

Die omgekeerde van stelling 3.2 geld nie. In die be-
sonder geld dit nie vir module wat kwasiprojektief is,
maar nie swakprojektief nie.3 Dat sodanige module nie
ook swakprojektiewe oordekkings het nie, volg uit die
volgende stelling.

3.4 Stelling

As 'n moduul M 'n swakprojektiewe oordekking

P —- M — 0 het sowel as 'n kwasiprojektiewe oordek-
kingQ - M -5 0, danis P =~ Q.

Bewys

Volgens stelling 3.2 1s P ook 'n kwasiprojektiewe oor-
dekking en weens die uniekheid van kwasiprojektiewe
oordekkings geld dat P =~ Q.

Gevolg

As R 'n perfekte ring is. dan is elke kwasiprojektiewe
oordekking wat uit elke R-moduul M se projektiewe
oordekking gevorm kan word,!!' niks meer nie as ‘n
swakprojektiewe oordekking.

Verder geld ook dat as M eindig voortgebring is en
begrensis deur X © M, X eindig, dan is 'n kwasipro-
Jektiewe oordekking Q — M — 0 niks meer nie as 'n
swakprojektiewe oordekking.® Kyk verder in [4]* vir
nog voorbeelde van kwasiprojektiewe oordekkings
wat ook swakprojektiewe oordekkings is. Vir ander
gevalle waar kwasiprojektief en swakprojektief saam-
val® geld dit natuurlik ook.

Ditis bekend datas P 4_), M - 0'nprojektiewe oor-
dekkingisen M is kwasiprojektief, dan 1s M ook swak-
projektief.® Dit kan nou uitgebrei word na kwasipro-
Jektiewe module wat nie projektiewe oordekkings het
nie. maar wel swakprojektiewe oordekkings.

3.5 Stelling
As 'n kwasiprojektiewe moduul M 'n swakprojektiewe
oordekking

P-M<=0
het, dan is M =~ P.

Net so geld dat as 'n swakprojektiewe moduul M 'n

kwasiprojektiewe oordekking

Q-M=0
het.danis M = Q.

3.6 Stelling

n Kwasiprojektiewe oordekking Q - M — 0 is 'n
swakprojektiewe oordekking as en slegs as Q projektief
relatief tot M* js vir elke versameling A.
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Bewys

Aangesien {;(Q) = £x(M) volg dat Q projektief rela-
tief tot M* is as en slegs as Q projektief relatief tot Q*
is.3

3.7 Stelling

As vir 'n ring R geld dat elke linker R-moduul 'n kwasi-
projektiewe oordekking het, dan is dié oordekkings
swakprojektiewe oordekkings.

Bewys

As elke R-moduul 'n kwasiprojektiewe oordekking
het, dan is R links perfek.® Volgens stelling 2.4 het elke
R-moduul dan ’n swakprojektiewe oordekking wat
volgens stelling 3.4 isomorf moet wees aan die gegewe
kwasiprojektiewe oordekking.
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