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geinduseer deur konsentriese sfere en ewewydige hipervlakke

K.J. Swanepoel

Departement Wiskunde en Toegepaste Wiskunde, Universiteit van Pretoria, Pretoria 0002

Onlvcing 5 Mciarl 1999: aanvaar 16 Aiigiis/ux 1999

UITTREKSEL

Oordekking van n versameling A in n metriese niinite (M. d) deur eindig veel verskillende konsentriese sfere ‘induseer 'n partisie
op A. In hierdie arlikel word aangetoon dal die kardinalileit van die versameling van sulke partisies van A nie groler as die digtheid
van M (die kleinste kardinalileit van 'n digte deelversameling van M) is nie. Hierdie hogrens is skerp vir vele interessanie metriese
ruimtes. soos die Ip(K)-ruimtes bestaande nitfunksies x : k R waarvoor <00 .

Daar wordook aangetoon dal die kardinalileit van die versamelingpartisies van n begrensde versameling A van n normeerde ruimte
.\ geindiiseer deur oordekkings van A deur eindig veel ewewydige geslote hipervlakke nie groter is as die digtheid van die duaal van X
in die norm-topologie nie. Die li,(K)-ruimtes voorsien weer voorbeelde waar gelykheid mag geld.

ABSTRACT

Partitions of sets in metric and normed spaces induced by concentric spheres and parallel hyperplanes.
A covering of a set A in a metric space (M, d) byfinitely many distinct concentric spheres induces a partition on A. In this paper it is
shown that the cardinality ofthe set ofsuch partitions ofA is not greater than the density of M (the least cardinality ofa dense subset

of M). This hound is sharpfor many interesting metric spaces, such as the 1"(k) spaces consisting offunctions x ; k —> R for which

<cc .
h is also shown that the cardinality ofthe set ofpartitions ofa bounded subset A ofa normed space .Xinduced by coverings ofA by
finitely many distinct parallel closed hyperplanes is not greater than the density ofthe dual ofX in the norm topology. The Ip(K)-spaces

again provide examples where equality may hold.

I. INLEIDING

Die volgende oneindige kombinatoriese telprobleem word beskou in die konteks van oordekkings van versamelings in metriese en
normeerde ruimtes;

Probleemstelling Bepaal bogrense vir die aantal oordekkings van 'n versameling in 'n metriese ruimte (normeerde ruimte.
respektiewelik) deur eindig veel konsentriese sfere (ewewydige hipervlakke, respektiewelik).

Hierdie probleem bet sy oorsprong in 'n poging om versamelings in (oneindig-dimensionele) Euklidiese ruimtes te verstaan wat eindig
k-.\feries maar nie A-sferies is nie, d.w.s. elke eindige deelversameling is bevat in die vereniging van k verskillende konsentriese sfere,
maar dieseltde geld nie vir die hele versameling nie.

In hierdie artikel word die probleemstelling beantwoord deur skerp bogrense te bepaal wat verrassend laag is (sien Stellings A en B
liieronder).

Eindig A-sferiese versamelings duik op in die Euklidiese Ramsey-teorie: Die sogenaamde A:-Ramsey versamelings in oneindig-
dimensionele Euklidiese ruimtes het hierdie eienskap '-\ Eindig hipervlakkige versamelings is 'n interessante variasie daarop, veral in
die lig daarvan dat Stelling B (hieronder) net bewys kon word vir begrensde versamelings. Dit is 'n oop vraag of begrensdheid nodig is
as hipotese. Dit blyk of eindig hipervlakkige versamelings nie voorheen bestudeer is nie.

Die volgende notasie word gebruik. Dui die kardinaliteit van ’n versameling A aan met #/). Met ’n partisie 71 van ’n versameling A
word bedoel "n klas nie-leé paargewys disjunktedeelversamelings van/1 wat/1 oordek. Die versamelings in ’n partisie 7t word die blokke
van 71 genoem.

Met 7 word 'n topologiese ruimte aangedui, met M ’n metriese ruimte met metriek i/(-, ), en met .\' 'n (reele) normeerde ruimte met
norm || ||. Die basiese feite oor sulke ruimtes word gebruik. Die (kontinue) duaal van A'(met die normtopologie) word aangedui met
A* Die digtheid d(T) van ’n topologiese ruimte 7 is die kleinste kardinaliteit van ’n digte deelversameling van /. Die gewig w(T) van
7 is die kleinste kardinaliteit van 'n oop basis vir die topologie van T. Dit is welbekend dat as S 'n deelruimte van T is, dan geld w(S) <
hY7';, en vir metriese ruimtes geld d(M) = w(M). Die sfeer met middelpunt w G en .straal /+> 0 is die versameling S(n/, /&)= {f& e
\N\d(x, mj = /m}. ’n Eindige partisie 71 met blokke 82,..., van/l C M is eindigsferies as daarm G M en/|,..., ri*>0 bestaan so
dat Bj C H(m. r") vir elke / = 1,.... k. ’n Eindige partisie 7t van ’n deelversameling/i van 'n normeerde ruimte is eindig hipervlakkig

as daar 'n geslote hipervlak // van A"en V|,..., G .Ybestaan so dat 5, C v, + Alvirelkei=\, k .

Stelling A Ilr enige deelversameling A van n metriese ruimte M geld
U17r7l is n eindig sferiese partisie van A} » d(M).
Hierdie ongelykheid is 'n verskerping van die triviale bogrens #M. ’n Soortgelyke opmerking geld vir die volgende stelling.
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Stelling B t'ir enige begrensde deelversameling A van n normeerde ruimte Xgeld
#(7T|71 is 'neindig hipervlakkige partisie vewA} < d(X*).

In die volgende afdeling word ’n algemene resultaat bewys (Stelling C) waarvan Stellings A en B gevolge is. Ook word voorbeelde
gegee wat aantoon dat die ongelykhede in Stellings A en B skerp is vir ’n interessante klas normeerde ruimtes.

2. DIE TEL VAN TOPOLOGIES GEDEFINIEERDE PARTISIES
Laat €/,(/@ die Banachruimte van reélwaardige kontinue begrensde funksies op ’n topologiese ruimte T wees met norm | /|]|joo =
sup”™g mpi(x)\, f& C/,(T). Die funksie/€ C/,(71 word eindiggenoem as/(r) ’neindige versameling is. Die partisie van Tgeinduseer deur

n eindige CLM)isTl={/“V) Ir SI(T)}.
Die volgende stelling gee ’n bogrens vir die kardinaliteit van die versameling van partisies geinduseer deur eindige funksies:

Stelling C l.dcil T 'n topologiese ruimte en F C C/,(7) 'n versameling eindige funksies wees. Dan is |/ & F} < d(l-'), waar W die

deelruinitetopologie het geinduseer deur €/,{

Bewys Laat /' = {tt/\f 6 F). Aangesien die stelling triviaal is as F ’n eindige versameling is, mag aangeneem word dat /-'en /' oneindig
is. Kies virelke n E P ’n /6 F so dat 71 = TIf. Laat die versameling funksies so gekies C wees. Dan geld #(’ = en daar meet dus

aangetoon word dat #C < d{F).
Kies ’n digte deelversameling D van C so dat #D = d(C). Omdat C oneindig is, sal D ook oneindig wees. Ken die produktopologie

toe aan die kartesiese produk en laat pf. » R die kanoniese projeksie wees vir elke/ 6 D. Definieer <t>: T —> R”" deur pfOO

=f. Dan is

0(/)c n ./ICneR"™.

Aangesien elke/('/') eindig is, is O/eD .An ’n kompakte versameling in R” uit Tychonoffse stelling, en dus geslote in R*. Dit volg

dat S= (X /m (die afsluiting van 0(71 in R") kompak is. Beskou nou elke/y as beperk tot S, en beskou ook O :7 —>S. Die volgende
kommutatiewe diagram word nou verkry,

T 5 -V /(") A
\1 n
R

Duidelik kan elke / G D deur O gefaktoriseer word, d.w.s. /'= p*o O. Nou word aangetoon dat elke / e C deur (J>gefaktoriseer kan

word, d.w.s. vir elke /'e (' bestaan daar ’n kontinue qj : —> R sodat/= gj-0 O.
Beskou die funksie L : C/,(S) —> C/,(71; g t-> iJoO. Duidelik is L ’n lineére operator. Ook is L 'n isometrie, d.w.s. \\Lg\" = liiillac, vir
alleg e C/,(S). Inderdaad, aangesien dig is in S, volg dat

H.'0 0 || = sup IgO)! = sup|gCy)| = lliHoo-
r6d3(/) le.v

Dit volg dat L{Ci,(S)) ’n volledige deelruimte van Cj,(T) is, en dus geslote is. Aangesien D C L(C/{S)), word (*C L(C/,(S)) verkry.
d.w.s. elke / e (' kan gefaktoriseer word deur O.
Kies virelke/e C'ng”"G Cb{S)sQdalf=qjO0. Dan\s#C=#{qf\fe C}. Ook. virelke/£ (’geld
I qj(s) =f{7\
2. n,= IA=q} (r)vir’'nr 6 qj (.S)}

3. elke q, ' (/), waar r e g”S), is ’n geslote en oop deelversameling van S.

Daar is dus 'n injeksie C —> {cly' (/)| r &JI(T)}, waar K die klas van eindige versamelings van geslote oop deelversamelings
van Sis.
Nou word aangetoon dat #K < #D. Die topologie van het ’n oop basis van kardinaliteit #D. en aangesien S 'n deelruimte

is, is ii'(S) < #D. Enige geslote oop deelversameling S is beide kompak en ’n vereniging van basiese oop versamelings. en is dus "n
eindige vereniging van basiese oop versamelings. Dus het S hoogstens #D geslote oop deelversamelings, waaruit #K < UD volg.
Dus geld #(’<#K < #D =d(C) < diF) (die laaste ongelykheid volg omdat f ’n metriese ruimte is). 0-E.D.
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3. BEWYS VAN STELLING A
Deflnieer /,,, ;.1 R;¢ d(m, a) vir elke in e M. As
[*'=[/,, Im e .\len/,, iseindig},

danis/'C en voig

#J711 71 is 'n eindig sferiese partisie van /1} = f & F} < d(/0

iiit Stelling C.

Laat M' = 1); 6 M\f,,, 6 /'}. Die afbeelding \{/ : M' — F\m is kontinu: Virenigew. m' e M' geld

W, -.//»" lloo = sup \d(m. a) - cJm'. a) \< d{m. m").

As 'n digtedeeiversamelingD van M gekies word so dat#D =d(M'), dan is\|/(D)dig in =h\endus\sd(F)<#\\KD)<#D. Q.E.D

Noil word aangetoon dat geiykheid wel moontiik is in Stelling A vir A/= /*(k) waar k ’n oneindige kardinaal is en | Noco. As 1
< /] < 00, word /+(x) gedefinieer as die ruimte van funksies x : k # R so dat SaeK- k(Ot)|* < met norm
Ook word /,(k) gedefinieer as die ruimte van funksies jr; k — R so dat supj*g”".|jr(a)] < 00 met norm |jrjoc = sup(j(g”.|4a)j. Let op dat
({1j,(K)) = Kvir 1 </7 < coen d{I*(K)) =2™.
Deflnieerc'i,, K—> Rvirelke P € kdeurep(a)= lasa =Pencfp(a) =Oasa 5 p. Dan isZi= {eala G k} bevat inelke/*,(k), 1 </;< co.
As | < /J< CO, dan vir elke eindige nie-lee B is die partisie 7L.= {S, B\ S] eindig sferies: Laat ni = Syg.s'A-. Dan S Q
| en B\S C Y.(»k{#S + 1)'70. Dus is n,(B) > k = d{I*(K)).
As p =Co. dan virelke SC B, S N B is die partisie 71 = {S, B \ S} eindig sferies: Definieer m G /qo(k) deur m((X) = | as

G Ven /;;((X) = -1 andersins. Dan S Q S(wi, 1)en B\ 2(ni, 2). Dus is 71,(fi) > 2~ = d(I"{K)).

4. BEWYS VAN STELLING B

Beperk elke kontinue lineére funksionaal/G ,V* tot A en dui dit aan met /* :A — R. Laat /*'= {/’,
ClL( 1), enis

/| G X* en /", iseindigj. Dan is /'C

#{7T [7Lis 'n eindig hipervlakkige partisie van A} = F] < d(F)
uit Stelling C,

Aangesien , | begrens is, is die afbeelding

\I/; (/G V*il;, G F} -"F -f\

kontinu: Vir elke /;/' e X* geld

WA -f'A == sup|(/'-/")EN < ||/-1"lsupl||i/]].
</ed ne.A

Die gevolgtrekking d(h") < d(X*)volg nou op dieselfde wyse as in die bewys van Stelling A. Q.E.D.
Om aan te toon dat geiykheid moontiik is in Stelling B, word die ruimtesA"= /*(k) vir | <p<<X) en die versameling B = | X G
k} gebruik. Dit is welbekend dat/,(k)* isometrics is aan /oq(k), en vir | </j<co is /p(K)* isometries aan /,(k) waar “ + *Die ruimtes

/|(k)* en !"(k) word op die standaardwyse geidentifiseer, so ook Ip{K)* met /~(Kk).

Asp = ldan vir elke B,S" 6, S» B.word/€ /qo(k) gedefinieer deur/(a) =0 as G S. en/(a) = | andersins. Dan is {S, B
\w} = {/“'(0),/“"(1)} 'neindig hipervlakkige partisie van /i, en dit volg dat 11/,(B) > 2k.

As 1< /) <00,word/ G /*k) op ’n soortgelyke wyse gedefinieer, maar nou slegs vir eindige nie-lee SC B. Dit volg soorgelyk dat
nf,(B)>K.

SUMMARY

The following infinite combinatorial counting problem is considered in the context of coverings of sets in metric and normed spaces.

Problem Statement Determine upper hounds for the number ofpartitions ofa set in a metric space (normed space, respectively) hy
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finilely many concentric spheres (parallel hyperplanes, respectively).

This problem arose in a study of so-called /:-Ramsey sets in Euclidean Ramsey theory'

In this paper an answer is provided to the problem statement by obtaining sharp upper bounds involving the density of the spaces
involved. The density of a metric space M, denoted by d(M), is the least cardinality of a dense subset.

The continuous dual ofa normed space X with the norm topology is denoted by X*. A finite partition of a subset .1 of a metric space
\s finitely spherical if there is a set of concentric spheres such that each block of the partition is contained in one of the spheres. A Unite
partition of a subset A of a normed space \s finitely hyperplanar if there is a closed hyperplane such that each block of the partition is
contained in a translate of the hyperplane.

riieoreni A /mxaany subset A ofa metric space M, the cardinality of
[TC17Tis a finitely spherical partition ofA}

is at most d(M).

‘I lieorem 1} I'or any hounded subset A ofa normed space X, the cardinality of
[7T 17t is a finitely hyperplanar partition o fA]
is at most d(X*).

The above bounds are sharp for many interesting metric spaces, such as the /~(k) spaces consisting of functions :k — R for which
XagKI-"(Oi)P' ~ where K is an infinite cardinal.
The above two theorems are corollaries of the following theorem on topologically defined partitions. Let C/,(7) be the Banach space

of continuous bounded functions on a topological space 7’with norm |/[loo = sup”g 7/(;e)|,/ e €/,(/m). The function/e C,(!") \sfinite if

/(1) is a finite set. The partition of T induced by afinitef S C/,(71 is Tif= {f\r) |r £ /(7)}.

‘I'heorem C' Let T he a topological space and !m'< Ci,{'l) a set o ffinite functions. Then the cardinality o/ {71"1/'€ /m} is at most d(F).
where F has the subspace topology induced by C/,(I').
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