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UITTREKSEL
Pseudotopologiese ruimtes (dit wil se Umietmimtes) is in 1959 deur Fischer^ gedefinieer. In hierdie artikel word die teorie van newel- 
pseudotopologiese ruimtes na vektorruimtes uitgehrei. Die hegrip hegrensdheid word vir newel-pseudotopologiese vektorruimtes 
ingevoer.

ABSTRACT
Fuzzy Pseudo-topological Vector Spaces
I’seudo-topological spaces (i.e. limit spaces) were defined by Fischer in 1959. In this paper the theory o f  fu zzy  pseudo-topological 
spaces is applied to vector spaces. We introduce the concept o f  boundedness in fuzzy pseudo-topological vector spaces.

1. INLEIDING

Gcstel X  is 'n versamcling, I = [0,1 ] en is die vcrsameiing van 
allc funksies van X  na /. 'n Ncwelvcrsamcling A 'm X  word dcur 'n 
lidmaatskapsfunksie e  gckaraktcriscer. Die lidmaatskaps- 
(unksie van 'n gewone declvcrsameling van X  is sy karaklcristiekc 
I'unksic. Laal a  die neweiversameling aandui waarvan die lid- 
maalskapsfunksie die konstante funksie mel waarde a  is. 'n 
Neweipunl p in X is 'n neweiversameling mel lidmaatskaps- 
funksie wal sodanig is dat

Ap as X :=

0  as jc 5Í Xp,

waar 0 < < 1. Die neweipunl p  = (x^, A^) het ondersteuning x^ 
en waarde Â . 'n Neweipunl p  behoort lol'  ̂ 'n neweiversameling A 
in X  (geskryf p e  A) as Hp{Xp) < ^i^(Xp). 'n Gewone punl y  word 
mel sy karakterislieke funksie gcidenlifiseer. Verder behoort y  lol 
A as = 1. Mel punle word in hierdie arlikel bcide gewone en 
newelpunlc bcdoel, en mel versamelings word beide gewone en 
newelversamelings bedoel.

'n Klas '7'cz/-* is 'n newellopologie op X  as
(1) a e  '/ 'v i ra lle  a ,
(2 ) / i €  'r = > / i  q:
(3) Aj e  T  vir alle j  e  J ^  u{/4, ■ . j e J ] e 'T .

Laal K die versameling van skalare (R of C) mel die gebruiklike 
lopologie Tk aandui. Geslel -Tis die versameling van alle laer- 
semikonlinue funksies van (K, T^) in /, dil wil sc 7'= C((K, T^), 
/^), waar die versameling /  mel die lopologie {]a, I ] : a  € /) u  
{/) is. Dan is r  'n newellopologie en (K, CT) is 'n newellopolo- 
giese ruimle.

Na aanleiding van die idee van 'n filler in 'n verband^ word die 
volgende definisie ingevoer: 'n nie-iee klas f  cz 1^ word 'n pre- 
niler^ genoem as
(1) A, l i e  J= > /4  n / i e  T,
(2) A e  T on  A (z B li e  !T,
(3) Q i  9 :

'n Nie-Iee klas 'Ji van deelversamelings van X word 'n basis van 'n 
prefiller genoem as
(1) A, B e  '^ => /\ n  Z) C vir 'n sekere C b  %
(2 ) 0 « «.

'n Prefiller J  word deur «  voorlgebring as f  = \'S\ = {/I e  : 4  
z) B vir 'n sekere S  e  ®}.

1.1 DEFINISIE-^ As daar vir elke punt p  = (x, Aj in X 'n nie-leë 
versameling Ap van prefilters in X  bestaan waarvoor
(1) ý 'e  Ap => a  e  f v i r  alle a  > A
(2) \p\ = { A s  l>̂ : p e  A] e  Ap,
(3) jTe Ap en cz g e  Ap,
(4) ^  g e  Ap => !T r\ Ap,
dan word (X, Aj 'n newel-pseudotopologiese ruimte genoem. As J  
£ Ap sê ons dat y n a  p  konvergeer, ook geskryf J f  —> p. (As p  'n 
gewone punt is, is (I)  nie van toepassing nie.)

In hierdie arlikel word aanvaar dal basicsc eicnskappc van 
pseudolopologiese ruim les'''* asook die nolasie wal algemeen in 
die leorie van pseudolopologiese ruimles gebruik word, bekend is.

Geslel (X, t)  is 'n pseudolopologiese ruimle en p = (jt, A) is 'n 
punl in X. Vir elke jT e xx laal die ooreenkomslige prcfiller 
wees wal deur die basis {A& l^  \ > A in 1^]
voorlgebring word. Die gcassosieerde newel-pseudolopologiese 
slrukluur A^ op X word dcur A.j) = [9{-. 'n prcfiller in X, 9{z> 

vir 'n .sekere J  e  Xx] gedefinieer. In die be.sondcr, as t:,( die 
gebruiklike pseudolopologiese slrukluur op K is (dit wil s5, vir x  
€ K is die klas van alle filters in K wal fyner is as die omge- 
wingsfiller van x  met belrckking tot die gebruiklike lopologie 7’|̂  
op K) word soos hierbo die gcassosieerde newcl-pseudolopolo- 
giese slrukluur verkry, ook genoem die gebruiklike newel- 
pseudotopologiese slrukluur op K. In plaas van A.̂  ̂ word 
gerieflikheidshalwe A^ geskryf.

Geslel (X,, A,) is 'n ncwcl-pseudolopologiesc ruimle vir elke / 
= 1 ,2 ,..., n. Laal X = X, x ... x X„ en ge.slel p^ is 'n punt in X,. Dan 
word die newcl-pscudotopologie.se ruimle (X, A), waar A deur Ap 
= A (p |, ... ,p ^ =  [g^\ J i s  'n prcfiller in X met J z i  x ... x 'J] 
e  Ap, vir elke /) gedefinieer word, 'n ncwelproduk van (X,, A,), 
..., (X„, A„) genoem. Ons herinner dal :T| x ... x = |/ l  e  1^ \ A 
=3 y4, X ... X A„, /4, 6 /^' waar /t, 3  /Í, vir 'n sekere /Í, e f i ,  vir 
elke i] cn dal A^ x ... x A„ 'n neweiversameling met lidmaal- 
skapsfunksic ^  is, waar /i(x ,......x„) = ^  ... a

2. NEWEL-PSEUDOTOPOLOGIESE VEK I'ORRUIM I’l'S

Geslel (X, A]) en (K, A2) is ncwcl-pseudolopologiesc ruimtes. 'n 
Afbeclding /  ; X K is newelkontinu (mccr presies, ApAj-
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ncwclkontinu) by 'n punt p in A" as vir cnigc f  e  die prcfiitcr 
= I {/(^) - A s  J } \&  Aofip). Die a f te e ld in g /is  neweikontinu 

as dit by elke punt van X  neweikontinu is.

2 .1 STELLING. Gestel fX,, T,j is 'n pseudotopologiese ruimte (i = 
\, 2, 3) en X  = X X^. Laat X die produk pseudotopologiese 
struktuur van T| en T2 op X  wees en gestel dat die afbeelding f : 
{X, t) (X3, T3) kontinu is. As  A die produk in X  van die geas- 
sosieerde newel-pseudotopologiese strukture en A^^
/  .• (X, A) ^  (A'3, A^^) newel-kontinu.

Bewys. Gestel p  = (p |, P2) 'r> punt in X] x X2 met /7, = (x„ A-,) in 
X,. D an/(p) = (/(x,, X2), X) met A, = A,| a  Gestel T  e  Ap, dan ^  
z:> ‘f \ y .  f 2 '■'ict f i  6 Ap; on 3  g}{. vir 'n sekerc ^  e  Tx,-, (i = 1,2). 
Laat « e  xíí2)’ “̂ ^n volg-  ̂dat ^  o / e  cn/C^n °/> ^
D us/(y ) e  A/(p), gevolglik is/new elkontinu.

2.2 AFLEIDING. Laat {E, t )  'n  pseudotopologiese vektorruimte 
oor K wees. As E  van die geassosieerde newel-pseudotopologiese 
struktuur A^ voorsien word, K  van die gebruiklike newel-pseudo
topologiese struktuur A^, en E X E  en K x E van die ooreenkom- 
stige produk newel-pseudotopologiese strukture voorsien word, 
dan is die afbeeldings E  x E E  {{x, y) x  + y) en K x E -> E  
((A,, x) Xx) neweikontinu.

2.3 DEFINISIE. 'n Newel-pseudotopologiese vektorruimte is 'n 
vektorruimte E  wat van 'n newel-pseudotopologiese ruimtestruk- 
tuur A voorsien word en wat sodanig is dat die afbeeldings E x E  
—> E ((x, y) —> X y) en K  X E E  {{X,x) —> Ix )  neweikontinu is 
wanneer K  die gebruiklike newel-pseudotopologiese struktuur 
het, en E  X E en K  X E van die ooreenkomstige produk newel- 
pseudotopologiese strukture voorsien word, met ander woorde, 
Ap A q a  A(p + q) en {AyX){Ap) a  A (kp) vir alle punte p, q e  E  
e n X e  K.

2.4 STELUNG. Gestel {E, A) is 'n newel-pseudotopologiese vek
torruimte e n a e n y  is gewone punte in K e n E  onderskeidelik. Dan 
is die afbeelding f(x ) = a x  en g(x) = x  + y  van E  na E neweikon
tinu. As a ^ O ,  isf^^ neweikontinu.

Bewys. 'n Afbeelding k van 'n newel-pseudotopologiese ruimte Y 
na 'n produk X = van newel-pseudotopologiese ruimtes is
neweikontinu as en slegs as elke n^o k : Y ^  X, neweikontinu is, 
waar 71, die kanoniese projeksie^ van X in X, is. Aangesien die 
afbeeldings : E  —>K  waar h\{x) = a e n  h2 '. E  E  met /i2(x) = 
X  neweikontinu is, volg dat die afbeelding h: E —> K x E  waar h(x) 
= (a, x) neweikontinu is. Verder is die afbeelding k \ K x E - ^ E  
waar k(k, x) = Ajc neweikontinu. Dus i s / =  k o h  neweikontinu. Op 
soortgelyke wyse volg dat g neweikontinu is. A s a  it 0 volg die 
newelkontinuiteit van /^ ' van die feit dat/^ '(x ) = c r 'x .

Gestel (£, A) is 'n newel-pseudotopologiese vektorruimte. As F 
'n deelversameling van £ e n  a 'n  gewone punt van K is, laat a F d ie  
beeld van F  onder die afbeelding/(x) = ax  aandui. As 0, volg

Ma/XO = vir elke t e  E,

en as a  = 0 ,

sup{/X/,<3i) : y e  E] as / = 0
I 0  as t ^ Q .

A s B 'n deelversameling van K is, en F  'n deelversameling van E  
is, laat BF  die beeld van B x F  onder die afbeelding g(k, x) = Xx 
aandui. Dan

UA -  sup{/i«X/.<«. y)-Ocy = /) as ^ - ’(0  0  
f ^ n p i n - { Q  asg~Kt) = 0.

Gestel g  en J i s  prefilters in K en £  onderskeidelik, a s  K en x 
e E. Dan is aT, g j^cn Qx prefilters in E  wat onderskeidelik deur 
die klasse [aF  : F b {OF : G & Q , F e  cn {Gx : G e  g] 
van deelversamelings van E  voortgebring word.

2.5 STELLING. Gestel U is 'n deelversameling van 'n vektor
ruimte E  en p  s  E. Dan U -  p  = V as en slegs as U = p  -{■ V.

Bewys. Aanvaar U - p  = V. Dcfinieer funksies/ e n  g deur f(t)  = 
t - p  cn g(t) = p  + t. Aangesien V =f{U)  (Katsaras, Liu^) volg

yUy(r) = sup(yuy(i) : .9 € f^'(r)} = sup{^.u(s) : s  = p + r}.

Aangesien g(V) = p  + V volg

M4-(V)W = sup{/X v(r):re g-'(O ) =sup{Mv(/-); r = t - p ]  = /íy(/).

Derhalwe U = g(V) = p +V.  Die omgekeerde word soortgelyk 
bewys.

2.6 STELLING. Gestel (E, A) is 'n newel-pseudotopologiese vek
torruimte en p  is 'n punt in E. Dan
(1) o A p c  A{ap) vir elke punt a  in K,
(2) gp e  A{ap) vir elke f e  A ^a,
(3) A p = p - \ -  A ( p - p ) .

Bewys. (1) Gestel T e Ap. Aangesien [a]  e  [a] volg a F  = [ a \ F  
e  [a] J  vir elke F e  J. Dus a f  c  [a]^. Omgekeerd, gestel A e 
[a]!T. Dan bestaan B  e  [a] en F  € f  sodat A 3  BF  =3 aF. Dus A 
6  a!T en [a ]J  c  a f .  Derhalwe a f  = [ a ] f  e  {Ay^a){Ap) <z A {ap).
(2) Soos tevore, gp = g[p] e  {A^a){Ap)  c  A{ap).
(3) Laat f  s  Ap an laat f - p d \ c  prcfilter wees wat deur { F - p :  
F e y }  voortgebring word. Dan !T -p  = T+  [-p] e  Ap + A{-p) c  
A(p -  p)- Dus f  e  p A(p -  p). Omgekeerd, as .We p  + A(p -  p) 
volg dat !H= p  + !F= [p] + ! f yir 'n sekerc J e  A { p -  p). Dan p  + 
f  e  Ap + A(p -  p )c: A(p + (p -  p)) = Ap, dus e Ap.

'n Deelversameling U van 'n newel-pseudotopologiese ruimte (X, A) 
word newel-oop genoem indien vir elke punt p  'mU'n  ooreenkom- 
stige V & \ J  e  Ap] bestaan sodat V c  Í7. As /4 'n deelver- 
sameling van (X, A) is, word die newelsluitingy4 van A gedefinieer 
as die versameling van alle punte p  in X wat sodanig is dat vir 'n 
sekere f  e  Ap, /1 n  F  #  0  vir elke F b  A word newelgeslote (of 
A-geslote) genoem as/1 = A. Dit kan aangetoon word dal 'n deelver- 
sameling A van X newelgeslote is as cn slegs as X \ /1 newel-oop is.

2.7 HULPSTELLING. y4i A 'n newelgeslote deelversameling 
van 'n newel-pseudotopologiese vektorruimte (E, A) is, en a  en y 
is gewone punte van K  en E  onderskeidelik ( a ^ O )  dan is ot/l en 
y A newelgeslote.

Bewys. Gestel p  is 'n punt in oA. Dan bestaan 'n sekere J  e  Ap 
sodat (<x4) r ^ F  ^ 0  vir elke F  e  f .  Laat g =  ar^ J d a n  A n G  *
0  vir elke G e  ^  en ^  e  o r ' Ap (z A (cr'p ) volgcns 2.6. Dan is 
c r ’p 'n punt van A, dus is p  'n punt van oA. Dan volg'^ dat aA  c  
aA, dus is oA  newelgeslote. Op soortgelyke wyse word aange
toon ddXy + A newelgeslote is.

2.8 AFLEIDING. As U 'n newel-oop deelversameling van 'n 
newel-pseudotopologiese vektorruimte (E, A) is, en a  en y is 
gewone punte van K en E onderskeidelik ( a ^  0), dan is aU  en 
y + U newel-oop.
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Geslel (X, A) is 'n newcl-pseudotopologicsc ruimtc. Die kias van 
aiic ncwcl-oop dcclvcrsamelings van X is 'n neweltopologic %  op 
X cn word die neweltopologic gcnoem wat met die newel-pseudo- 
topologiese struktuur A geassosieer word, 'n Newelvcrsameling N  
word 'n omgewing van 'n punt p  'mX  gcnoem as daar 'n newel-oop 
vcrsamcling U bcstaan sodat p e  U czN. Afi p 'n punt in X is, laat 
9 ^ )  die vcrsamcling van allc omgcwings van p  aandui. Vir elke 
p  is 9 ip )  'n prefilterin  X en íA á^)cn{  J e  Ap].

lip + 0 ) = sup{/i,,("i) A H^{n) : m + w = i} = X, A p.

As p > X volg /7 + ^  = A,, dus 7- Aangesien X c  a  vir elke a
> X volg a e  J v i r  elke a  > A,. Derhalwe word aan 1.1(1) voidoen. 
Die cienskappe 1.1(2) -  1.1(4) is maklik bcwysbaar. Vcrder Ap + 
A^ = ^  + AO + ^ + A O c p + q + AO = A(j) + q). Die bewys dal 
(AkO:)(Ap)c A{ap) is soortgelyk aan die oorecnkomstige bewys 
vir pscudotopologiese vcktorruimtcs.

2.9 AFLEIDING. /4s N 'n omgewing van 'n punt p  in 'n newel- 
pseudotopologiese vektorruimte {E, A) is en a  en y  is gewone 
punte in K  en E  onderskeidelik (a  ^  0) dan is o N  en y + N  
omgewings van a.p en y  + p onderskeidelik.

Die bewys van die volgcnde benodig 'n bekendc rcsultaat**’̂  ̂en is 
soortgelyk aan die oorecnkomstige resultaat vir pscudotopolo- 
giese ruimtes.'-'*

2.10 STELLING. Gestel (X, A) is 'n newel-pseudotopologiese 
ruimte wat die volgende eienskappe het:
( !)  íTe  Ap) e  Ap vir elke punt p  in X.
(2) Gegee 'n p u n tp  e n V  e  Ap) dan hestaan W e  n{fT:
f  € Ap] sodat V e  r \ { g  : g  e  Aq] vir elke punt q in W.
Dan is die unieke neweltopologic op X wat sodanig is dat vir 
elke punt p, Ap die klas van alle prefdter verfynings van 9\ip) is, 
dit wil se 04p) = n i J :  Ap).
Omgekeerd, as (X, C?) 'n neweltopologiese ruimte is, en as vir elke 
punt p  in X, die versameling van alle ^Pomgewings van p in 
X aandui, en as A,j) die klas van alle prefdter verfynings van 
%Jip) is, dan is A^ 'n newel-pseudotopologiese struktuur op X en 
bevredig (X, A ^  ( / )  en (2) hierbo. (In hierdie sin is newel-pseudo- 
topologiese ruimtes wat (]) en (2) bevredig die neweltopologiese 
ruimtes.)

Daar bcstaan newel-pseudotopologiese ruimtes wat nic ncwel- 
topologicsc ruimtes is nie.^

2.11 AFLEIDING. 'n Newel-pseudotopologiese vektorruimte (E, 
A) is 'n neweltopologiese vektorruimte as en slegs as f  e  
Ap] e  Ap vir elke punt p  in E.

Die bewys is soortgelyk aan die bewys in die gcval van pseudo- 
topologicsc vcktorruimtcs.

2.12 STELLING. Gestel (£, A) is 'n newel-pseudotopologiese 
vektorruimte. In K  dui 0 enige newelpunt met ondersteuning 0, o f  
die gewone punt 0 aan. As 0\iO) die versameling van alle omge
wings van die punt 0 in (K, A^) is, dan
(1) AO + AO c  AO,
(2) oAO c  AO vir elke punt a  in K,
(3) 9^0)AQ c  AO,
(4) 9tl[0)p e  AO vir elke punt p  in E.
Omgekeerd, gestel E  is 'n vektorruimte en AO is 'n nie-leë ver- 
.lameling van prefilters in E  wat ( I ) - ( 4 )  hierbo bevredig, asook 
die voorwaardes van 1.1 m et hetrekking tot AO. Laat Ap = p + A(p
-  p) vir elke punt p  in E. Dan is (E, A) 'n newel-pseudotopologiese 
vektorruimte.

Bewys. Gcstcl (E, A) is 'n newel-p.seudotopologiesc vektorruimte. 
Dan volg (1) en (3) van 2.3, cn (2) cn (4) volg van 2.6(1) en 2.6(2) 
onderskeidelik.
Omgekeerd, gestel p  = (x^, X) is 'n punt in £  cn !Te Ap. Laat 0 = 
(0, A,). Aangc-sien f - p e  AO, volg P € J - p  vir elke P > X. Dan

Laat l(. die karakteristickc funksie van {v : Ivl < e) in K aandui. 
As p e  /  laat die ncwclvcrsameling p. I j, in K wees.

2.13 HULPSTELLING. Gestel iV[0) is die versameling van alle 
omgewings van die punt 0 = (0, 5) in (K, A^) wees, en geslel 9V| (0) 
is die prefilter {/Í e 3  p^ vir 'n sekere p e /  en e, > 0}. Dan 
^ 0 ) = %{()).

Bewys. Gestel iW(0) is die 11 Iter in K wat dcur {{v e  K : Ivl < e) : 
e > 0) voortgebring word. Dan is “TĴ O die klas van alle filters in K 
wat fyncr as 5W(0) is. Van definisie van die gebruiklike newel- 
pscudotopologiesc struktuur A^ op K volg dat indien p > 5,

P£ 6

vir elke 9{e  TĴ O, dus is Pj. 'n ncwcl-oop vcrsamcling in K cn p̂ . 
e  !AiO). Dus 3V,(0 ) c  2\/[0).
Omgekeerd, as e 9\/(0) dan A & %.e A^O}. Aangesien ook 
^  volg JUa(0) > 8  en ^^(iW(0)) -> ^^(0) in / .̂ Neem 5 < ^
< dan be.staan v > 0 sodat Ma({^ • Izl ^  v}) c  ]^, 11. Kies 5 < 
p < ^ en e < V, dan jj^(t) > lip^it), dit wil sc /\ P;.. Dus A e  íA/iíO).

2.14 VOORBEELD. Laal Ig die karaktcristieke funk.sic van die 
interval 1-e, e] in R wees. As a  e /, laat â . die newelvcrsameling
a.l(. in R wees. Gestel 0 = (0, 5). Definieer 'n ncwel-pscudo- 
topologiesc struktuur A soos volg op die vektorruimte E  (= R): 'n 
prcfilter J o p  is is 'n element van AO as daar e > 0 bcstaan sodat 
Og e J v i r  elke a >  5. Defmiecr Ap = p + A(p -  p ) vir clkc punl p 
in E. Beskou E  as 'n vektorruimte oor K (= R) cn voorsien die 
skalaarliggaam K met die gebruiklike newel-pseudotopologiese 
struktuur A^. Dan is (/i. A) 'n newel-pscudotopologicse vcklor- 
ruimte, maar nic 'n neweltopologiese vektorruimte nic.

Die vercistes van I . I met betrekking tot AO kan maklik nagcgaan 
word. Die ander vercistes van 2.12 word vcrvolgcns ondcrsock:

(1) As J , e  AO dan bcstaan e,, £2  > 0 sodat g !7'en p,. e  g  
vir elke a , P > 5. Laat e = C] + 6 2 . Dan

% +Pg(0 = sup{/v„^(m) A  Mp^(«) ■■m + n = t]

as lil < 2 e 
andersins.

waar Y= a  a  p. Dan Y2e 6  g V n  clkc 8  en derhal we J +  g  
e  AO.

(2) As T  e AO dan bcstaan e > 0 sodat â . e  7  vir elke a  > 8 . 
Gcstcl P is 'n gewone punt in R. As P = 0 volg

„ _  I sup{/i (>>):ye R} as / = 0 
“ 1 0  " as ? ^  0

_ Í a  as ? = 0  
“  I 0  as Í ÍÍ 0 .
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Aangcsicn die ncwclpunt (0, a) is en |(0, a)j 
> 5 volg P J  e  AO. As p 5̂  0 voig

P J  vir clkc a

= {
as l?l < e Ipl 
andcrsins.

dus â jipi = P«^ e  vir clkc a  > 5. Dus Pi7 £ AO. As P die punt 
(jc, X) in R is, volg

M p^(0 = sup{/ip(v) A  /^^(n) :vn  = t] 

=
1 0

as lil < eIjcI 
ander.sins.

met Y = ^  A a . Dan = POj. e  p J v i r  elke y > 8 . Dus P J e  
AO.

(3) As íTe AO dan bestaan e > 0 sodat cc^e J v i r  elke a  > 5. Laat
0 die newelpunt (0, Q  in K wees. As p > ^, is p^ 'n newcl-oop ver- 
sameling in K. Vcrder,

% O e ( 0  =  s u p l / i j j ^ ( v )  A  n ^ in )  :vn  = t]

=
1 0

as \t\ < 
andersins.

waar y = p a  a . Aangcsicn PgO  ̂= vir clkc p > en a  > 5, volg 
Ye2 e  í7V{0)ír vir elke y > 5. Dus e  AO.

( 4 )  Laat p  die punt (jc, X) in E  wees en kies 0  <  P  <  5  a  A.. Wccrcens 
is pg 'n ncwel-oop vcrsamcling in R en

as I/I < eiri 
andersins.

waar y = min{P, A.) = p. Dus P^p = Pf ĵ, <= vir elke a  > p. 
Aangcsicn dan e  ?V[0)/? vir elke a  > 8  volg 'J4<S)p e  AO.

Ten slotte word aangctoon dat {E, A) nie 'n neweltopologiese vek- 
torruimtc is nie. Gestel /i ê  n {  J e  AO}. Vir e > 0 laat = [A 
e  1^ : A Z2i \ ir  clkc a  > 8 ). Dan volg B g ^  & AO, dcrhalwe B 
ZDKj{a^: a > 8 ) =1^. Aangcsicn dit vir clkc e > 0 geld, volg B z> 
E, dus B = E. M aar E e  íTvir clkc T e  AO, dus n {  J e  AO} = 
{£.’). Van die definisic van AO volg n{  J  J  £ AO} g AO en 
daarom is (E, A) nic 'n neweltopologiese vcktorruimte nie.

3. Begrensdheid

'n Deelversamcling A van 'n newel-pscudotopologicsc vcktor- 
ruimtc {E, A) is gcbalan.sccrd as ^4  c  vir clkc A, e  K waar lA,! <
1. Die gcbalansccrdc omhulsel^ van >4 is u {  : 1̂ 1 < 1} en dit is 
die kleinstc gcbalansccrdc dcelvcrsamcling van E  wat A bcvat.

'n Declvcrsameling B  van 'n neweltopologiese vcktorruimte 
word bcgrcns genocm'O as vir clkc omgcwing U van 0 cn elke a
< P waar P < ^lyiO) 'n i > 0 bestaan sodat t(Qi r \ B)( z  U. Gestel B 
is 'n begrensdc declvcrsameling en U is 'n omgcwing van 0  in 'n 
neweltopologiese vcktorruimte. Daar bestaan^ 'n gcbalansccrdc 
omgcwing W van 0  met W c  L/, dus as a  < P met P < fXy^Q), volg 
t{a n  B) W vir 'n sckcrc t > 0. Laat N, = {y : lyl < t], dan N ,(a  
r \ B) W (z U. As 9(IB) die prefilter aandui wat deur [ a n  B : a
> 0} voortgebring word, dan konvcrgcer 940)9(IB) na 0. Hierdie 
oorwcgings dien as motivcring vir die volgcndc:

3.1 DEFINISIE. (J) Gestel B is 'n deelversameling van 'n newel- 
pseudotopologiese vektorruimte (E, AJ. Dan is B hegrens (dit wit 
se A-begrens) as o f  B = 0 , o f  940)'KlB) e  AO wanneer B ^  0 .
(2) 'n Afbeelding van die newel-pseudotopologiese vektorruimte 
(£ , A) na die newel-pseudotopologiese vektorruimte (/i,, A,) is 
hegrens as dit hegrensde deelversamelings van E  op hegrensde 
deelversamelings van E\ afheeld.

3.2 HULPSTRLLING. 'n Nie-leë deelversameling B van 'n newel- 
pseudotopologiese vektorruimte (E, A) is hegrens as en slegs as 
OtQ)B £ AO.

Bcwys. Aangcsicn

n  B)(t) = sup|/ip^(v) a  n ^ ,i{ n )  :vn  = t]
= sup{p A « A  jU/j(rt) : vn = t, Ivl < e)
= sup{/i^p^a),('') A IJiiin) :vn  = t]

volg p^(a n  B) = p A a \B .  Dus 9 ^0 )‘J([B) c?\/[0)/i.
Omgekcerd, p j i  = p ^ d  n  B), dus 9\^0)/i c  ?y[0)!?((/}).

3.3 HULPSTELLING. Gestel (E, A) is 'n newel-pseudotopolo- 
giese vektorruimte, A en B is hegrensde deelversamelings van E 
en a s  K.
(1) As (£ |,  A |) 'n newel-pseudotopologiese vektorruimte is e n f :  
E —>E] is 'n newelkontinue lineêre afheelding, dan i s f  hegrens.
(2) A vj B, oA cn A + B is hegrens.
(3) As C czA dan is C hegrens.
(4) Elke eindige versameling van punte in E  is hegrens.
(5) Die gehalanseerde omhulsel van A is hegrens.

Bcwys. (1) Laat E e f{9\H0)A), dan E f { p ^ )  vir 'n .sckcrc 
newclvcrsameling £ 3V[0). Vcrder

= sup{Mp,A(.ï): Í e  /" '(O l
= s up{s up{ A ^i^(n) :vn  = s] : s e f  '(/)}

= sup{sup{p A : vn = .v, Ivl < e) : e / ' ( 0 1
= sup{sup p A : .V e /  '(/))

Ivl^
= sup suplpe A : s e  /- '(0 1  

Ivl^
=  s u p { p A / i ^ , ^ ) ( 0  : Ivl < e }

cn

= sup{/ip/v) A  : vn = t}
= sup{p A : vn = t, Iwl < e)
= sup{p A/J,y^^)(f): Ivl < e ) .

M aar/(v/l) = vf(A) (Katsaras, Liu^’, Proposition 2.2), dus /’(Pi7\) = 
p /( /\) .  Dan /> e 9{(0)f(AX gevolglik f{9i,0)A) c  9{(0)f(A). 
Aangcsicn f(9igO)A) e  A,0 volg dat 94.0]f(A) e  A,0, dil wil se /(/\) 
is bcgrcns.
(2) Ons bcwys dat A B bcgrcns is. Laat /<’ £ 9J[i))A + iV(0)«. 
Daar bestaan newelversamclings £ 94,0) sodat + v^.Ji
c  E. Laat e = E] a  £2  cn p = X a  v. Ons toon aan dal

Pe(>4 + B) c= p ^  + p j i . {*)

want dan sal Pj.(/4 + B) + v^^B c  E  cn dus 9^i.))A + 9^0)1}
c  9iQ){A + B). Aangcsicn íAÍO)/\ + íA^O)« £ AO + AO c  AO volg 
94Q){A + /}) e  AO, dit wil sc /I + /i is bcgrens. Nou word (*) 
bcwys:
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Mp,(A+/i)(0 =  sup(/i,p^,(v) A  : vn =  t]
= sup{p  A ^A+js(n): vn = t, Iwl < e)

= sup{pAA/vM+/ijW :

Maar

I^P^A+P ĵi(t) =  sup{/ip^4 (m) A Mp,/)(«) ■m + n = t]

= sup((sup p A A (sup p A :m  + n = t} 
Irl^, l.vl<e

> sup {sup p A HrAÍm) A ;U,„(rt); m + rt = r) 
l/-l<e

= supfp  A sup A ; IH < e)
m + n = t

= aup lpA ^ ,A^ , , i ( t ) : \ r \<e] .

Vcrdcr rA  + rB  = r(A  + IS) (Katsaras, Liu^’, Corollary 2.3). Dus 
volg (*). Die anclcr bcwcrings word soorlgclyk bcwys.

3.4 DEPINISIE. 'n Newel-pseudotopologiese vektorruimte (E, A) 
is lokaalbegrens as elke 7 e  AO 'n hegrensde deelversameling van 
E he vat.

3..5 VOORBHBLD. Die ncwcl-pseudotopoiogicse vektorruimte in
2.14 is lokaalbegrens. Gestel 0 = (0, 5) en J e  AO. Van dcfinisie 
bcstaan 'n sekere e > 0 sodat ô . e  fTvir elke a >  8. Laat pEjOt. e 
íAÍO)a,,. Dan volg

MpnOrCO = suplMp,,(v) A : vn = tj
=  sup{p  A a  : vn = /, Ivl < £|, \n\ < e}.

Laat Y = P A a  dan volg Pe,Oe = Yee, en Y(,g| e  9{{Q)a^ vir elke y S
a. Van definisic van AO volg íAÍO)o .̂ e  AO, gevolglik is ( \  
bcgrens.

3.6 DBFINISIE. 'n Newel-pseudotopologiese vektorruimte (E, A) 
is ewewigtig {“equable") as vir elke J b  AO 'n ewewigtige prefilter 
g  (dit wil sê 04,0) (j = Q) in E  hestaan sodat Q e  M) en ^  c  J.

3.7 HULPSTFiLLING. Gestel (E, A) en (£ ,, A,) is newel-pseudo- 
topologiese vektorruimtes en f : E  -> E  ̂ is 'n lineêre afheelding. 
/ \ í  (/s, A) ewewigtig is en as elke prefilter ‘f  s  AO 'n deelver
sameling M van E  hevat wat die eienskap het dat f  (M) hegrens is, 
dan is f  newelkontinu.

Bewys. Gcstcl 'J e  AO. Volgens aannamc bcstaan 'n ewewigtige 
premier Q e  AO en AÍ e g  sodat :T 3  g  en 94fX)f{M) e  A|0. Laat
V e  9{{0)f(M), dan bestaan ‘n neweiversameling p̂ , e  9V[0) sodat
V ;j  pJ(M) = Aangesien p^M e  iV(0)M c  i^{Q)g a  Jv o lg  
\/ 6 /( '/ ) ,  gevolglik 94Q)f(M) c i f i j ) .  D us/(!i) e A,0.

3.8 DEl^INISIB. 'n Newel-pseudotopologiese vektorruimte {E, A)

is homologies as vir elke prefilter 'J e  AO 'n ooreenkomstige 
hegrensde versameling B hestaan sodat 94.0)B.

3.9 STELLING. Gestel (£, A) is 'n newel-pseudotopologiese vek
torruimte. Beskou die volgende hewerings:
(1) (E, A) is homologies.
(2) {E, A) is ewewigtig en lokaalbegrens.
(3) Elke hegrensde lineêre afheelding f : E E^ (w(uir f/ij, AjJ 
enige newel-pseudotopologiese vektorruimte is) is newelkontinu. 
Dan( l )= ^(2 )= >(3 ) .

Bcwys. (1) ^  (2): As J e  AO dan bcstaan daar 'n hegrensde ver
sameling B sodat TZD 9\^0)/i. Aangesien !A/{0)/i 'n ewewigtige fil
ter in E, is, is (/i, A) ewewigtig. I.aat B'  die gcbalansecrdc 
omhulsci van B wees. Dan volg B' e  9 \i0 ) /i 'c  5\i(0)/}, dus B' e  f .  
Volgens 3.3 is B'  bcgrens, dus is (E, A) lokaalbegrens.
(2) => (3): Hicrdie implikasie volg van 3.7.

SUMMARY

The theory of pseudo-topological vcctor spaccs (i.e. limit vector 
spaccs) is well-known, and recently the theory of fu/,/,y pscucio- 
topological .spaces was developed by K.C. Min. In this paper fu/./.y 
pscudo-topological structure is dcfinal on vcctor spaces. A charac
terization of fu/,/.y pscudo-topological vector spaccs is obtained, 
and an example is given of a fu/,/y pscudo-topological vcctor space 
which is not a fuzzy topological vcctor spacc. A concept of bound
edness is introduced for fuzzy pscudo-topological vcctor spaces. 
The defmition of a bornological fuzzy pscudo-topological vector 
space leads to the result that a bounded linear mapping on a borncv 
logical fuzzy pscudo-topological vector spacc is fuzzy continuous.
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