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UITTREKSEL

Pseudotopologiese niimtes (dit wil sé limietmimtes) is in 1959 deiir Fischer' gedefinieer. Eiensktippe van topologiese Rieszruimtes is
bekend. In liierdie cntikel word acmgetoon dal indien die lopologie op ’'n Rieszruimte met 'n pseudotopologie vervang word, meer

algemene resullate verkry word.
A bstract

Pseudo-topological Riesz spaces

Pseudo-topological spaces (i.e. limit spaces) were defined by Fischer in 1959. Properties oftopological Riesz spaces are well-known.
In this paper it is shown that if the topology on a Riesz space is replaced by a pseudo-topology more general residls are obtained.

INLEIDING

Gestel A is ’n nie-lcc dcelvcrsameling van ’n versamcling X.
Laat [-4] die filter in X aandui wat deur A voorlgcbring word; vir
Xe X laat [x] die filter in X wees wat deiir {.i) voortgebring
word. Laat I"(X) die versaineling van alle filters in X aandui.
VirJe 1"(X) laat ['J] = {gs. il'(X):J c c;).Indien virelkex€
X 'n ooreenkomstige declversaineling zx van I'(X) bestaan, en
wat die volgende eienskappe het:

(D as ZK ge I'XA)cn Ifcz g dan g s tv,
(2)as :Fe zxen 6 zxdan f r\ ge zx, cn
(3)W e zx,

dan word (X,z) ’n pseudotopologiese ruimte genoem.“*/4s Je

Zx sc ons die filter Jkonvergeer na.v. Elke topologiese ruimte
(X,T) kan as ’'n pseudotopologiese ruimte (X,z) beskou word
indien ons vir elke x e X die versamcling zx kies om die
versamcling van allc filters in I'XA) to wees wat fyncr as die T-
omgcwingsfilter van X is. Vir enige pseudotopologiese ruimte
(X,z) bestaan daar ’n geassosieerde topologie T op X waarin ’n
versamcling/l oop isas A= 0, of indien virelke xe A daar ’n
Fe n{J :Je tv) bestaan sodat F (zA.

Die T-sluiting/4 van ’n deelversameling/4 van ’n pseudoto-
pologiesc ruimte (X,T) word deur A = f&e X :/4e J vir’'n
sekere Je zx] gedefinieer, en ons noem A T-geslote as A - A.
Ons sc (X,t) is Hausdorff indien zx n zy =0 wanneer .i"y.

As (X,T) en (Y,0) pseudotopologiese ruimtes is, noem ons
die afbeelding/: X — Kkontinu (meer presies, T-cr-kontinu) by
diepuntA;as Je -aimpliseer/C”e Gfx),waarf('/)d\c{\\lcr\n
Y is wat deur [f[F) : F e '/] voortgebring word. Ons noem/
kontinu as/by elke x s X kontinu is.

In hierdie artikel word alle vektorruimtes oor die reéle getalle
R geneem. As E ’n vektorruimte is, xe E,Aa E,a& R, Je
I"(E), g E ¥(E) cn:Ke I'(R) danis.v+1J, aj, J+ g, Xx en
jWiTonderskeidelik die filters wat deur [x +F : Fef], [aF : F
£ 7]{F+G-.Fe f,Ge y*},[Hx:He fi],{HA:H€ y{]Jcn
[HF -.He K F e f\ voortgebring word. Laat 5Vi0) die filter in
R aandui wat deur [NJ,Q) ; e > 0), waar N(,Q) = [-e,£],
voortgebring word. Laat t*, waar t"0 = [5\";0)], die pseudoto-
pologiese vektorruimtestruktuur op R wees wat van die

gebruiklike topologie op R alTcomstig is. As E ’n vektor-ruimte
en (E,z) 'n pseudotopologiese ruimte is wat sodanig is dat die
afbeeldings (,v,y) A+y van (E,z) x (E,z) in (E,z) cn (a,.v) —
Ox van (R,t,") x (E,z) in (E,z) bcide kontinu is, word (E,z) ’n
rciilc pseudotopologiese vektorruimte genoem. Gestel die
pseudotopologiese vektorruimte (E,z) het die bykomstigc
cienskap dat n( Je 10) e tO. Met die geassosieerde
topologie op/lisn{iF: Je mQ die 7*-omgewingsfilter van
0 en in hierdie sin is (E,z) 'n topologiese vektorruimte.’

Gestel E is 'n Rieszruimte en (E,z) is ’n reele pseudoto-
pologiese vektorruimte. Ons noem (C,t) lokaal-solied indien
vir elke JE 10 ’n ooreenkomstige filter g e zO bestaan wat
sodanig is dat » ’n basis van soliede versamelings hetcn ga 'k
Byvoorbeeld, laat Tdie pseudotopologiese vektorruimtestruk-
tuur op R wees wat deur zO= [ye I'XR) : [-5,5] e Jvir ’n
sekere 5> 0} gedefinieer word. Dan is (R,t) ’n lokaal-soliede
pseudotopologiese Rieszruimte, maar nie 'n topologiese
vektorruimte nie."

RESULTATE

1 STELLING Gestel (E,z) is 'n lokaal-soliede pseudotopolo-
giese Rieszruimte. Dan is die afbeelding x —.v* kontinu.

Bewys. Neem Je tO. Daar bestaan ’n filter ge zO wat ’'n
basis van soliede versamelings het sodat g ¢ 'f.A s G ’nsoliede
versamcling in gis, dan bestaan daar 'n sekere Fe '/metFc
G. Dan F*={v*ae F] ¢ G. As T die filter is wat deur {F*:
F e iF] voortgebring word, volg G e dus T e z0.

Onder die aannames van die stelling volg dat die afbeeldings
jc— Ul jc x' (xy)» AVycn (Ay) —xav kontinu is. ’'n
Deelvcrsameling B van ’'n pseudotopologiese vektorruimte (E,z)
word T-bcgrens genoem”™ as =0 ofas 5V[0)Be z9virB " 0.

2. STELLING  Gestel (E,z) is 'n lokaal-soliede pseudotopo-
logiese Rieszruimte.

(a) Elke orde-begrensde deelversameling vem E is Z-begrens.

(b)Die Z-sluiting van 'n Riesz-deelruimle van E is 'n Riesz-
deelruimte van E.

(c) Die z-sluiting vem ’'n soliede deelversameling van E is soiled.
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(d)Die soliede omhulsel van 'n T-begrensde deelverscimeling
van E is t-begrens.

Bcwys. (a) Gestcl Sis "norde-bcgrensdedeclversamceling van
E, ditwil scSc vir ’n sckerc ;<>0. Daar bcstaan ’n filter
g e tO wat ’n basis van soliede vcrsamelings het sodat g ¢
5\i0)ii. A& Ge i;volg NA0)h ¢ G vir ’n sekere e > 0. /langesien
ons kan aanvaar dat G soiled is, volg N*\CO)Y* ¢ G vir ’n sekere
a >0. Dusis g c 7fi0O)Sen S is T-begrcns.

(b) Gestel M is ’n Riesz-deelruimte van E. /is x, y ¢ M dan
bestaan daar filters Te. rxcn ge TymetM e Jen_M e g.
AangesienM =M +Me 7+ g& t(x+)") volgx +ye M./Is_Ae
R volg M = AMe AjE t(Av) en Xx e M. Dus is M ’n
vcktordeelruimte van E. Omdat M s Jbcstaan daar 'n Fe 7
sodat F ¢ M. Verder, F*(zM*czM omdal M 'n Riesz-deelruimte
is. Uit kontinui'teit volgM e T e Tx\ endusx*e M. /langesien
dit vir elkc xe M geldig is, is M ’n Riesz-deelruimte van E.
(c) Gestel A'is 'n soliede deelversameling van E ,xe Acen ljl <
Ld. Daar bestaan ’n filter 'f e zO met ’'n basis van soliede
versamelings sodat-4 n (x+E) ~ 0 vir enige soliede versameling
E G J. Dan volg jre A - E. Omdat/l en F soliede versamelings
is, isA-Fsolied en gevolglik y e A-E. Dan)>+ FcA, endus A
ey+ ty. Dusy e A.

(d) Laat 5,, = Kj{[-b,b] :be /i, 6 >0) die soliede omhulsel van
’n T-begrensdc versameling B wees, /iangesien 9{(Q)B e tO
bestaan daar ’n filter '/s tQ met 'n basis van soliede versa-
melings sodat 7 c: 5\"0)/i. Neem enige E e iFdan bestaan daar
’n e > 0 sodat NJiO)B ¢ E. Omdat ons kan aanvaar dat F ’n
soliede versameling is, volg ¢ E, gevolglik fci

en e +1Q Dusis  T-begrens.

'n Bornologiese pseudotopologiese vektorruimte™ is ’n
pseudotopologiese vektorruimte (E,r) met die eienskap dat vir
elke Je tO ’'n ooreenkomstige T-begrensde versameling B
bcstaan sodat 970)B ¢

3. STELLING Gestel (E,t) is 'n bornologiese pseudotopo-
logiese Rieszniimte. As die soliede omhulsel van elke T-
begrensde deelversameling van E T-begrens is, is (E,t) lokaal-
solied.

Bewys. Neem feiO . Dan970)Bc Jvir 'nsekere T-begrensde
versameling B. As die soliede omhulsel van B is, volg 5\"0)S,,
€ tO en 970)S™ ¢ 4/[0)B c¢ !F -Aangesien die filter n
basis van soliede versamelings het, volg dat (E,t) lokaal-solied

is.

4, STELLING Gestel (E,r) is 'n Hausdorff lokaal-soliede
pseudotopologiese Rieszndmte.

(a) Die positiewe keel van E is T-geslote.
(b)E is Archimedies.
(c) Elke band in E is T-geslote.

Bewys. (a) Gestel x e E*, dan E*e ~vir 'n sekere Je rx.
Laat [U@ZE:En E*c: U\ir 'n sekere Ee 7], dan IPc
J,..,. Maar = J, on uit kontinui'teit volg 'Fe t.i* dusye tx*
Aangesien (£,t) Hausdorff is, volg x = x*, dus x e E*.

(b) Gestel x g E*cn veronderstel daar bcstaanye E * sodati)’-
x e E*virn= 12... Laat 7 die filter wees wat deur die
versamelings ["y :n> M},waar M = 1,2,... voortgebring word.
Aangesien {y) T-begrens isen 920)y ¢ Jvolg Je tO.Dan/-
Xe T(-x). Maar E*e J-x& +t(-x),dus -x e E* =E* volgens
(a). Dus X =0.

(c) Ons toon aan dat elke nie-lee deelversameling D van E ’n

T-geslote disjunkte komplement D" = {ue E :lida M =0 vir

alle I'e D] het. Neem x e D" dan bestaan daar 'n filter fe tx
met/>'e 'J. Viry e D laat 1"l a > die filter aandui wat deur die
vcrsamelings MM Al>:/6 E],wivm Ee voortgebring word.
Dan [0] ¢ \'J\ a Iyl, en gevolglik <B a Iyl e tO. Omdat die
roosteroperasics kontinu is, volg U1 a Iyl e t(Ixl a Iyl), en omdat
E Hausdorffis, volg IX a Iyl = 0. Die rcsultaat volg van die feit
dat E Archimedies is (kyk (b)), en B = vir enige band B in E.

Ons nocm ’n filter in 'n pseudotopologiese vektorruimte
absorberend” as vir elke x e E rx ’n basis van absorberende
filters het. As E ’n Rieszruimte is en A is ’n gerigte deelver-
sameling van E, laat J{A) die snitfilter® (“filter of sections")
van A wees. Die volgende rcsultaat is bekend wanneer pseudo-
topologie met topologie vervang word”:

5 STELLING Gestel(E,T) is 'n lokaal-soliede en absorberende
pseudotopologiese Rieszruimte. Laat S 'n gerigte deelver-
sameling van die positiewe keel in E wees en laat u =sup S. As
elke T-geslote ideaal van E 'n band is, volg J'(S) e Tu.

Bewys. Laat ?/£ tO’n filter wees wat’n basis van soliede en
absorberende versamelings het. Vir enige H e. J-( bcstaan daar
’n ooreenkomstige S(0 < S< I) met (1 - 5)«e H. Virxe S
skryfS = [y :y >x) en laat A die ideaal in E wees wat deur (5"
- 5u)* voortgebring word. Dan volg ue {A), die band wat deur
A in E voortgebring word”*Volgcns 2(b) en die aanname van die
stelling is die T-sluiting A van A begrens in E. Dus (A}c A.
Daar bestaan ’n filter g e O wat ’n basis van soliede versa-
melings het sodat As u + g. Omdat g+ 'Xcz ~ volgdatAn (u
+G+H)"A n(u +G) *0 viralle Ge genH e X. Laatwe
Ametw~ue G+H.Dan0 <wx n(t- Su}*vir 'nsekerete 5,
en ’n sekere natuurlike getal n. Aangesien (t- 5uY a (r- 5u)* =
0 volg (/- SuY Aw=0. Dus {t- 5u)'+ {wa u) =(t- 5u)*v (w
a u) <Il, gevolglik 0 < (r- SuY<u-uaw<Ww-we G+H
wat solied is. Dus {t- SuYe G +H. Neemye S\ danu-y & u-
t={\-S)u-\-{t-8u)<{\-S)u-~{t- SuYe // + C +//. Dan
volg g+ H+ y{+ uc J(5), dit wil sé 'F(S) e Tu.

Summary

Pseudo-topological spaces (i.e. limit spaces) were defined by
Fischer in 1959. Properties of topological Riesz spaces are well-
known. In this paper it is shown that if the topology on a Riesz
space is replaced by a pseudo-topology more general results
are obtained. One such result is the following: Suppose (E,t) is
a locally solid and absorbent pseudo-topological Riesz space
and 5 is a directed subset of the positive cone in E. IFn =sup S
and every T-closed ideal of £ is a band, then the filter of sec-
tions of S T-convcrges to u.
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