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U lT T R E K SE L

Pseudotopologiese niim tes (dit wil sê lim ietm im tes) is in 1959 deiir Fischer' gedefinieer. Eiensktippe van topologiese Rieszruim tes is 
bekend. In liierdie cntikel word acmgetoon dal indien die lopologie op ’n Rieszruimte met 'n pseudotopologie vervang word, meer 
algemene resullate verkry word.

A b s t r a c t

Pseudo-topological Riesz spaces
Pseudo-topological spaces ( i.e. limit spaces) were defined by Fischer in 1959. Properties o f  topological R iesz spaces are well-known. 
In this paper it is shown that i f  the topology on a Riesz space is replaced by a pseudo-topology more general residls are obtained.

INLEIDING

Gestel A is ’n nie-lcc dcelvcrsameling van ’n versamcling X. 
Laat [-4] die filter in X  aandui wat deur A voorlgcbring word; vir 
X e  X  laat [x] die filter in X  wees wat deiir {.ï) voortgebring 
word. Laat l''(X) die versaineling van alle filters in X aandui. 
Vir J e  !''(X) laat ['J] = {g s . il '(X): J c  c;). Indien vir e l k e x € 
X  ’n ooreenkomstige declversaineling zx van l'‘(X) bestaan, en 
wat die volgende eienskappe het:

( 1) as ZK, g e  Il'XA") cn !fcz g  dan g  s  t.v,
(2) as :Fe zx  en 6 zx dan f  r \  g  e. zx, cn
(3 )W e  zx,

dan word (X,z) ’n pseudotopologiese ruimte genoem.‘'^/4s J e  
Zx sc ons die filter Jk onvergeer  na.v. Elke topologiese ruimte 
(X,T) kan as ’n pseudotopologiese ruimte (X,z) beskou word 
indien ons vir elke x  e  X  die versamcling zx  kies om die 
versamcling van allc filters in I'XA') to wees wat fyncr as die T- 
omgcwingsfilter van X  is. Vir enige pseudotopologiese ruimte 
(X,z) bestaan daar ’n geassosieerde topologie T op X waarin ’n 
versamcling/1 oop is as A = 0 ,  of indien vir elke x e  A daar ’n 
F e  n {  J : J e  t.v) bestaan sodat F (zA .

Die T-sluiting/4 van ’n deelversameling/4 van ’n pseudoto- 
pologiesc ruimte (X,T) word deur Á = {a- e  X : /4 e  J  vir ’n 
sekere J e  zx] gedefinieer, en ons noem A T-geslote as A -  A. 
Ons sc (X,t) is Hausdorff indien z x  n  zy = 0  wanneer .ï ^  y.

As (X,T) en (Y ,o) pseudotopologiese ruimtes is, noem ons 
die a fb ee ld in g / : X —> Kkontinu (meer presies, T-cr-kontinu) by 
diepuntA;as J e  - a im p l i s e e r /C ^ e  G fx ),w a a rf( '/)d \c { \\lc r \n  
Y is wat deur [f[F) : F  e  '/] voortgebring word. Ons noem /  
kontinu a s / b y  elke x s  X  kontinu is.

In hierdie artikel word alle vektorruimtes oor die reële getalle 
R  geneem. A s E  ’n vektorruimte is, x e  E, A a  E, a &  R, J e  
l''(E), g E ¥(E ) cn :K e  l ' ( R )  dan is.v + J ,  a j ,  J +  g, 'Xx, en 
jWiTonderskeidelik die filters wat deur [x + F  : F  e f ] ,  [a F  : F  
£ 7 ] ,{ F + G - .F e  f , G e  y ^ } ,[ H x : H e  f i ] , { H A : H €  y{] cn 
[HF -.H e  ‘K F e  f  \ voortgebring word. Laat 5VÍ0) die filter in 
R  aandui wat deur [NJ,Q) ; e  > 0 ) ,  waar N(,Q) = [-e,£], 
voortgebring word. Laat t, ,̂ waar t,^0 = [5\^;0)], die pseudoto­
pologiese vek to rru im tes truk tuur  op R  wees wat van die

gebruiklike topologie op R  alTcomstig is. As E  ’n vektor-ruimte 
en (E,z) ’n pseudotopologiese ruimte is wat sodanig is dat die 
afbeeldings (,v,y) A + y  van (E,z) x  (E,z) in (E,z) cn (a,.v) —> 
OLx van (R ,t ,^ )  x  (E,z) in (E,z) bcide kontinu is, word (E,z) ’n 
rciilc pseudotopologiese vektorruimte genoem. Gestel die 
pseudotopologiese vektorruimte (E ,z) het die bykomstigc 
cienskap dat n (  J e  lO) e  tO. Met die geassosieerde 
topologie o p /Í is n{ íF : J e  ■zO) die 7^-omgewingsfilter van 
0 en in hierdie sin is (E,z) ’n topologiese vektorruimte.’

Gestel E  is ’n Rieszruimte en (E,z) is ’n reele pseudoto­
pologiese vektorruimte. Ons noem (C ,t) lokaal-solied indien 
vir elke J E  lO ’n ooreenkomstige filter g  e  zO bestaan wat 
sodanig is dat ^  ’n basis van soliede versamelings het cn g a  !F. 
Byvoorbeeld, laat Tdie pseudotopologiese vektorruimtestruk­
tuur op R  wees wat deur zO= [ y e  I'XR) : [-5,5] e  J v i r  ’n 
sekere 5 >  0} gedefinieer word. Dan is (R , t )  ’n lokaal-soliede 
pseudotopologiese Rieszruimte, maar nie ’n topologiese 
vektorruimte nie.''

RESULTATE

1. STELLING Gestel (E,z) is ’n lokaal-soliede pseudotopolo­
giese Rieszruimte. Dan is die afbeelding  x —> .v* kontinu.

Bewys. Neem J e  tO. Daar bestaan ’n filter g e  zO wat ’n 
basis van soliede versamelings het sodat g c ' f . A s G ’n soliede 
versamcling in g is, dan bestaan daar ’n sekere F e  ' / met F  c  
G. Dan F* = {.v*: a  e  F] c  G. As T  die filter is wat deur {F *: 
F e  iF] voortgebring word, volg G e  dus T  e  zO.

Onder die aannames van die stelling volg dat die afbeeldings 
jc —> Ul, jc x ',  (x,y) ^  A V y cn (A,y) —> x av  kontinu is. ’n 
Deelvcrsameling B van ’n pseudotopologiese vektorruimte (E,z) 
word T -bcgrcns genoem^ as = 0  o f  as 5V[0)B e  z<) vir B ^  0 .

2. STELLING Gestel (E,z) is ’n lokaal-soliede pseudotopo­
logiese Rieszruimte.

(a) Elke orde-begrensde deelversameling vcm E is Z-begrens.
(b)D ie Z-sluiting van 'n Riesz-deelruim le van E is 'n Riesz- 

deelruimte van E.
(c) Die z-sluiting vcm ’n soliede deelversameling van E is soiled.
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(d)D ie soliede om hulsel van 'n T-begrensde deelverscimeling 
van E  is t-begrens.

Bcwys. (a) Gestcl S is  ’n orde-bcgrcnsdcdeclvcrsamcling van 
E, dit wil s c S c  vir ’n sckcrc ;< > 0 .  Daar bcstaan ’n filter 
g  e  tO wat ’n basis van soliede vcrsamelings het sodat g  c  
5\ÍO)íí. A & G e  í; volg N^(0)h c  G vir ’n sekere e > 0. /langesien 
ons kan aanvaar dat G soiled is, volg N^CO)^ c  G vir ’n sekere 
a  > 0. Dus is g c  7fiO)S en S  is T-begrcns.
(b) Gestel M  is ’n Riesz-deelruimte van E. /is x, y  e  M  dan 
bestaan daar filters T  e. rx cn g  e  Ty met M  e  Jen _ M  e g. 
Aangesien M  = M  + M  e  7 +  g&  t(x+)') volg x  + y  e  M. /ls_Ae 
R  volg M  = AM e  A j  E t(A.v) en Xx e  M. Dus is M ’n 
vcktordeelruimte van E. Omdat M s  Jb c s taan  daar 'n  F e  7  
sodat F c  M. Verder, F *(zM *czM omdal M 'n  Riesz-deelruimte 
is. Uit kontinui'teit volg M e  T e  Tx\ en dus x* e  M. /langesien 
dit vir elkc x e  M  geldig is, is M  ’n Riesz-deelruimte van E.
(c) Gcstel A is ’n soliede deelversameling van E ,x e  A en Ijl < 
Ld. Daar bestaan ’n filter ' f  e  zO met ’n basis van soliede 
versamelings sodat-4 n  (x+E) ^  0  vir enige soliede versameling 
E G. J. Dan volg jr e  A -  E. O m da t/I en F  soliede versamelings 
is, is A -F so l ied  en gevolglik y e  A -E . Dan)> + F c A ,  en dus A 
e  y  + ty. D u s y  e  A .
(d) Laat 5,, = Kj{[-b,b] : b e  /i, 6 > 0) die soliede omhulsel van 
’n T-begrensdc versameling B wees, /iangesien 9{(Q)B e  tO 
bestaan daar ’n filter ' / s  tQ met ’n basis van soliede versa­
melings sodat 7 c: 5\^0)/i. Neem enige E e  íFdan bestaan daar 
’n e > 0 sodat NJiO)B c  E. Omdat ons kan aanvaar dat F  ’n 
soliede versameling is, volg c  E, gevolglik ‘f c i
en e  -rO. Dus is T-begrens.

’n Bornologiese pseudotopologiese vektorruimte^ is ’n 
pseudotopologiese vektorruimte (E,r) met die eienskap dat vir 
elke J e  tO ’n ooreenkomstige T-begrensde versameling B 
bcstaan sodat 9^0)B  c

3. STELLING Gestel (E ,t) is 'n bornologiese pseudotopo­
log iese R ieszn iim te . A s d ie so liede  om hulsel van elke  T- 
begrensde deelversameling van E  T-begrens is, is (E ,t) lokaal- 
solied.

B ew ys. Neem f e i O .  Dan 9^0)B  c  J v i r  ’n se k e re  T -begrensde 

v e rsa m e lin g  B. A s d ie  so lie d e  o m h u lse l v an  B is , v o lg  5\^0)S„ 

€  tO en  9 ^ 0 )S ^  c  á /[0 )B  c  !F. -A angesien d ie  f i lte r  ’n

b a s is  v an  so lie d e  v e rsa m e lin g s  h e t, v o lg  d a t (E ,t) lo k a a l-so lie d  

is.

4. STELLING Gestel (E ,r) is 'n H ausdorff lokaal-soliede 
pseudotopologiese Rieszndmte.

(a) Die positiewe keel van E is T-geslote.
(b )E  is Archimedies.
(c) Elke band in E is T-geslote.

Bewys. (a) Gestel x  e  E*, dan E* e  ^ v i r  ’n sekere J e  rx. 
Laat [U  (z E : E  n  E* c: U \ir  'n  sekere E e  7], dan !P c  
J,..,. Maar = J ,  on uit kontinui'teit volg !F e  t.í*, dus y e  tx*. 
Aangesien ( £ ,t) Hausdorff is, volg x = x*, dus x e  E*.
(b) Gestel x  g  E* cn veronderstel daar bcstaan y e E *  sodat i ) ’ -
X  e  E* vir n =  1,2......  Laat 7  die filter wees wat deur die
v e rsa m e lin g s  [^y : n>  M },w aar M = 1,2,... v o o r tg e b r in g  w ord . 

A a n g e s ie n  {y) T -beg rens is  en  9^0)y  c  J v o l g  J e  tO. Dan / -  
X e  T (-x ). Maar E* e  J - x &  t( - x ), d u s  - x  e  E* = E* v o lg en s  

(a). Dus X = 0.

(c) Ons toon aan dat elke nie-lee deelversameling D van E  ’n 
T-geslote disjunkte komplement D'' = {u e  E  : lid a  Iwl = 0 vir

alle I’ e  D] het. Neem x e  D'' dan bestaan daar 'n filter f e t x  
met />' e  'J. Vir y e  D laat l^l a  !>i die filter aandui wat deur die 
vcrsamelings {I/"! A l)>l: / 6  E],w ívm  E e  voortgebring word. 
Dan [0] c  \'J\ a  lyl, en gevolglik \<E\ a  lyl e  tO. Omdat die 
roosteroperasics kontinu is, volg I J l  a  lyl e  t(IxI a  lyl), en omdat 
E  Hausdorff is, volg Ixl a  lyl = 0. Die rcsultaat volg van die feit 
dat E  Archimedies is (kyk (b)), en B = vir enige band B  in E.

Ons nocm ’n filter in ’n pseudotopologiese vektorruimte 
absorberend^ as vir elke x  e  E  rx  ’n basis van absorberende 
filters het. As E  ’n Rieszruimte is en A is ’n gerigte deelver­
sameling van E, laat J{A ) die snitfilter® (“filter of sections") 
van A wees. Die volgende rcsultaat is bekend wanneer pseudo- 
topologie met topologie vervang word^:

5. STELLING Gestel(E,T) is ’n lokaal-soliede en absorberende 
pseudotopologiese R ieszruim te. L aat S  'n gerig te  deelver­
sameling van die positiewe keel in E  wees en laat u = sup S. As 
elke T-geslote ideaal van E 'n band is, volg J'(S) e  Tu.

Bewys. Laat ? /£  tO ’n filter wees w a t ’n basis van soliede en 
absorberende versamelings het. Vir enige H e. ‘J-( bcstaan daar 
’n ooreenkomstige S (0  < S<  I) met (1 -  5)« e  H. Vir x  e  S 
sk ryfS  = [y : y > x )  en laat A die ideaal in E  wees wat deur (5^
-  5u)* voortgebring word. Dan volg u e  {A), die band wat deur 
A in E  voortgebring word^Volgcns 2(b) en die aanname van die 
stelling is die T-sluiting A van A begrens in E. Dus (A } c  A . 
Daar bestaan ’n filter g  e  tO wat ’n basis van soliede versa­
melings het sodat A s  u + g. Omdat g +  'X cz  ^  volg dat A n  (u 
+ G + H ) ^ A  n ( u  + G) * 0  vir alle G e  g e n H  e  X. Laat w e  
A met w ~ u e  G + H. Dan 0 < vw< n ( t -  Su}* vir ’n sekere t e  5,, 
en ’n sekere natuurlike getal n. Aangesien (t -  5uY  a  (r -  5u)* =
0 volg (/ -  SuY  A vw = 0. Dus {t -  5u)' + {w a  u )  = ( t -  5u)* v  (w 
a  u )  < II, gevolglik 0 < (r -  SuY < u -  u a  w < \u -  w\ e  G + H  
wat solied is. Dus {t -  SuY e  G + H. Neem y e  S ,̂ dan u -y  á  u -  
t = { \ - S ) u - \ - { t - 8 u ) < { \ - S ) u - ^ { t -  SuY  e  / /  + C + // .  Dan 
volg g +  }{+ y{+ u c  J (5 ) ,  dit wil sê !F(S) e  Tu.

S u m m a r y

Pseudo-topological spaces (i.e. limit spaces) were defined by 
Fischer in 1959. Properties of topological Riesz spaces are well- 
known. In this paper it is shown that if the topology on a Riesz 
space is replaced by a pseudo-topology more general results 
are obtained. One such result is the following: Suppose (E ,t) is 
a locally solid and absorbent pseudo-topological Riesz space 
and 5' is a directed subset o f  the positive cone in E. IF n = sup S 
and every  T-closed ideal o f  £  is a band, then the filter of sec­
tions of S  T-convcrges to u.

LITERAÏUURVERW YSINGS

1. Fischer, H.R. (1959). L iniesraum e, Malli. Ann.. 137, 269-303.
2. Giihler, W. (1977/8). Gnindslruktiiren der Analysis I & II (Birk- 

hauser Verlag, Ba.sel).
3. F ro licher,/1., Bucher, W. (1966). Calculus in vector spaces without 

norm (Springer-Verlag, Berlin).
4. Bucher, W. (1968). D ifférentiabilité de la com position de certains 

espaces fonctionnels. Comment. Math. Helv., 43, 256-288.
5. De Bruyn, G.F.C. (1984). On vector spaces w ith locally bounded 

convergence structures, Quaestiones Math., 7, 377-383.
6. Schaefer, H.H. (1967), Topological vector spaces (M acm illan, New 

York).
7. Luxemburg, W./l.J. (1965), Notes on Banach function spaces. Note 

X]V„ Nederi Akad. Wetensch. Proc. Ser. 68, 229-248,


