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Na vorsingshrie we

’n Toetskriterium vir kategorieel kompakte ringe
OiiIvíiiií; 4 Seplcmher IW 3: (Uiiivtiiir 6 Oklohcr 1993
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A test criterion for ca tegorica lly  com pact ring's

The KurcUowski-Mrowka llicoreni - a lopolo^iccil spdcc X  is conipacl i f  and only i f  fo r  cach space Y the second projection map 
n y .X x  Y Y is a dosed  map - provides fo r  a caief’oricai interprelalion o f  compactness once a suitable notion o f  closure is 
obtained. In this article irc' study a fieneral notion o f  compactness with respect to a class .W o f  ring’s that is either hereditary 
semisimple or quotient reflective. H''e show that to test fo r  categorical compactness o f  a ring R we need only check R R .'/ . where 
R i ' = C\{I) D is an ideal o f  R and RiD  e /1 ] , and to test ny.iRIR-^ý') x / /  -♦ H fo r  rings / /  belonging to .¥  as opposed lo 
arbitrary / /.

Eicnskappe en verbande  tussen die topologiese 
bcgrippe ' kom pak '' en “ H au sd o r f f '  kan meer abstrak 
bcsludecr word, met behoiid van eicnskappe en verbande. 
Die Kuratowski-M rówka sidling maak dil moontlik om 
kompaktheid in kalegorieë te besludeer nadat 'n geskikte 
geslotenheidsbegrip uilgevoer is.' “"’'‘*‘”'' ’̂ Dit word via 
kategoriële a fs lu i tope ra to re  bereik."''^’ Die klas van 
kategorieel kom pakte  objekte (met betrekking tot 'n 
afsluitoperator) is geslote onder die neem van beelde en 
eindige produkte. Vir sekere afsluitoperatore het die 
klassieke resiiltate dat geslote deelruimtes van kompakte 
ruimtes kompak is en dat kom pakte  deelruimtes van 
Hausdorff-ruimtes geslote is, analogieë in kategoriee.

In kategoriee van module is daar  ’n verband tussen 
kategoriële kompaktheid met betrekking tot 'n afsluit
operator  en relatiewe deelbaarheid. Analogiee van die 
gemelde klassieke resultate geld.”' '’'  ̂Torsievrye klasse kan 
gebruik word om geslotenheid in verskeie kategoriee van 
groepe te definieer ('n ondergroep A van ’n groep G word 
"geslote" genoem as dit 'n normaaldeler is en G ,A  
torsievry is). In sulke gevalle is daar  ’n verband tussen 
katogorië le  ko m p ak th e id  en die bestaan  van n-de 
magswortels.*^ In kategoriee  van Abelse groepe en 
nilpotente groepe is kategoriële kompaktheid met betrek- 
king tot gercduseerde groepe presies die kotorsiegroepe.'^

Die gemelde resultate toon dat kategorieel kompakte 
objekte interessante eienskappe het en dat sommige 
belangrike klasse van objekte kategorieel kom pak is.

In hierdie aankondig ing  word kom paktheid  met 
betrekking tot 'n klas van ringe beskou, waar of 
halfeenvoudig-erflik of  kwosiëntreflektief is. Ons toon aan 
dat vir 'n ring R  om kategorieel kom pak te wees, dil 
voldoende is om R R/7' te beskou waar R /I  =  (~^{D D 
'n ideaal in R  en R jD  e .#■}, en dat dit ook voldoende is 
om n y - R jR ^  x H  -y H  te ondersoek vir / /  e .F . Hoewel 
die resultate vir ringe geformuleer word, kan dit ook in 
ander kategoriee as toetsprosedure vir kategoriële kom 
paktheid gebruik word.

Deel (iii) van die volgende definisie is geïnspireer deur 
die werk van Dikranjan en G uil i /’

Definisie: Laat . / /  en .1 isoniorfgeslote klasse van (nie 
noodwetulig assosiatiewe) ringe wat 0 hevat, en R 'n 
ring.
(i) R heet 'n .//-geslo te deelring van Q as R <\ Q ( R n 

ideaal in Q ) is en Q R e ./ / .
(ii) R heet . //-H ausdorff as R € ./ / .
(iii) R heet (. //\. i ")-konipak as vir elke ring II en elke ./ / -  

geslote deelring A van R x  II geld dat n i f  A J  ’/ i .  I '- 
geslote deelring van II is waar n^ . Ry^H —>■ II die 
tweede projeksie is. Kortweg word (.// , .  //)-kom pak . / / -  
kom pak genoem.

Die begrip kategorieel kompak is eerste deur Manes' 
bestudeer en later deur Herrlich, Salicrup en Strecker.^ 
Castellini"' het die begrip via 'n afsluitoperator ontwikkel. 

Die volgende resultate geld vir ringe:

Proposisie Laat . //,  , t en (' willekeurige klasse nw.v.
(i) As R] (.//;.  < ykom pak is en R i is (. f f ) -kompak dan

is R\ X R t (.//'X 'ykom pak.
(ii) Ilom om orfe beelde van ( ./ / , .  \ )-koi>ipakte ringe is 

(■ //\.A ')-kom pak.
(iii) As . / /  E  \  clan impliseer . I -kom paktheid  ( .//; .  I )- 

kompaktheid. ■

Stclling 1 Laat . / /  en , (' klasse wees. R n ring en beskou 
die bewerings:
(i) R is (■ //,. \ ' ykom pak.
(ii) R iR ./ /  is ( . / / \ .V y  kom pak waar R ./ /  = n { / i< ]  R ' R1 

D e
(iii) R/D  is ( .//\..V yko m p a k  vir elke .//-geslo te deelring D 

van R.

Dan geld:
Vir willekeurige V/ en , 1 (i) (ii) (iii).

II
r <,  r* I . . . .  /XV i-w 1 ^ » .  . ,t V l l  - » ,  \ \ )  --------

As . / /  erflik is (geslote onder die neem van ideale), dan
(iii) =^>(i)  en dus 

:i)
III As

(iii)

(1) ^ = >  (H) »  (m).
. / /  geslote is onder subdirekte produkte. dan

(ii) en dus
( i i )< = ^  (iii). ■
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n Kadikaalpaar is 'n paar van klassc met !-/' ’n
halfeenvoudige klas en J" die korresponderende radi- 
kaalklas. 'n Torsicteorie vir ringe is 'n radikaalpaar 
{/T\/F) met .W ertlik. ’n Erllike halfeenvoudige klas word 
'n torsievrye klas genoem en die korresponderende 
radikaalklas heet 'n torsieklas."’ Die volgende stelling 
toon hoe die toets vir kompaktheid vereenvoudig kan 
word deur slegs sekere ringe / /  te beskou. Dit veralgemeen 
"n resLiltaat vir kwosiëntretlektiewe klasse van groepe."

Stelling 2 Laat .F  'n klas wat o f  lorsievry o f
kwosié'utreflekticf is en '// 'n willekeurige klas. 'n Ring R 
is ( /^ ///)-kom pak as en slegs as vir elke  / /  e en vir elke 
■'7^-geslotc cleelring A van R x II geld dat Uj i A)  ((/-geslole is 
in / /  waar 112'. Ry. II  -► I I  die tweede projeksie is.

Bewys Die nodigheid is triviaal. Laat ’n torsievrye klas 
wees. (Die bewys vir die geval waar kwosiëntreflektief 
is verloop soortgelyk, w ant volgens Stelling 1 kan 
aangeneem word dat R e  .^ ) .  Laat / /  willekeurig wees 
en A 'n .:i^-geslote deelring van R x  H. Laat -T  die 
radikaalklas wees bepaal deur .í^ en knit -T H  = I.{D  D <  
/ /  en D e .T } . Dan is .T / /  e .¥ .  Laat r | : / /  ->■ H I J 'II  en 
r\':R X II  R x  II  die natuurlike atl^eeldings wees. Laat B 

A
die beeid van A in R x( Hj.:/ I I ) wees en R x  f I I  yj I I ) = 0

B
O m dat .T  "n torsieklas is, is dit geslote onder homomorfe 
beelde. Gevolglik is ri'(0 x / / )  e .T . O m dat 
ri'(0 X .T II )  <\ R X H , en erflik is, volg rj'(0 x .T H ) e  . 

_  A
Aangesien = 0 is  0 x  ,^ / /  c  A en dus is R x  II  ^  Q

A ^
en gevolglik is B 'n -geslote deelring van R x  (H/.:/ H ). 
O m dat ( Hj . T I I )  e  volg uit die aannam e dat 
! I H - T I I ) e 'S. Laat A 2 en B^ die beelde van A en B onder 

712 B
7T2, aandui. Ons het bewys dat .T I I  c  A 2 . dus
■TII D A j  = . ^ / /  . Gevolglik is
I I / Aj  ^  ( Hj y TI I ) en A 2 is ^.^-geúole in II. ■

B2

Voorbeeld*^ D aar is ’n interessante situasie vir die klas van 
(gewone) torsievrye r i n g e . V i r  elke ring R  vorm die 
(gewone) torsie-elemente xR  'n  ideaal met Rj xR  torsievry. 
Laat die klas van alle torsievrye ringe aandui. Dan is 

die torsievrye klas van ’n erflike torsieteorie in die 
kategorie van nienoodwendige assosiatiewe ringe. Laat 
R ' die Abelse groep van die ring R aandui. As R ' j xR ' 
(opgevat as Abelse groep) deelbaar is dan is R  .F^- 
kompak. Gevolglik is elke Artin-ring en elke reguliere ring 
•F^-kompak. As R ’n nulring is dan is R .F^-kompak as en 
slegs as R ' j xR ' (opgevat as Abelse groep) deelbaar is. 
Nie alle ringe is daarom  .i^^-kompak nie. Elke ring met of  
’n linker o f  'n regter identiteit is .3^^-kompak.

Laat I  ” die nulring op die heelgetalle aandui en laat

/  ‘ die ring wees wat ontstaan deur a a n / "  ’n identeit toe 
te voeg. Dan is /*’ 'n ideaal v a n / '  en / ' / / ” =  / •  Gevolglik 
is / '  .i^r-kompak, /* ’ is .3^^-geslote in /  ‘ m a a r / ‘* is nie .9'^- 
kompak.

As ring is n /  .i^^-kompak en 'n ideaal v a n / .  Die 
ring /  behoort tot >   ̂ en is dus .i^j-Hausdorff, maar 
/  / n /  is torsie en daarom  is n /  nie -:^^-geslote in /.

Die klassieke resultate genoem in die inleiding geld 
dus nie vir die klas .-Wt. nie.

Die kr i te r ium  wat hier bespreek is, m aak  dit 
aansienlik  m akliker  om vas te stel w aite r  objekte 
kategorieel kom pak is. Implikasies hiervan word tans 
ondersoek,
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