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UITTREKSEL

Die doe! van hierdie artikel isom 'nfaktoriseringsmetode te ontwikkel deiir van 'nadditiewe eienskap van die positiewe heelgetalle
gehruik te maak. Aan die hand van hekende resuhate word heklemtoon dcit die saamgestelde, onewe positiewe heelgetalle presies
daardie onewe getalle is wat as sonnne van drie of meer opeenvolgende, positiewe heelgetalle voorgestel kan word. Die direk
ge'impHseerde algoritmehasis word in hierdie artikel verfyn tot op 'n gewenste peil van optimaliteit. Die resultaat is 'n additief-
midtipUkatiewe basis vir 'n algoritme wat gedeeltelik op die genoemde additiewe eienskap en gedeeltelik op langdeling (of
alternatiewelik die ggd) herns.

ABSTRACT
Afactorisation method based on an additive property

Thepurpose ofthis article istodevelop a method offactorisation based on an additiveproperty ofthepositive integers. Using known
results it is emphasised that the composite odd positive integers are precisely those odd numbers that can be represented as sums
ofthree or more consecutive positive integers. The obviously implied algorithm basis is refined in this paper up to a desired level
ofoptimality. The resultis an additive-multiplicative basisfor an algorithm that is based partly on the said additive property and

partly on long division (or alternatively the gcd).

1

Inleiding

Faktoriseringsmetodes vorm 'nvmgbare bron vir teoretiese
besinning sowel as praktiese toepassings. Hierdie steliing
word bewys in onder andere die uitstekende oorsig deur
Dixon."' Die doe! hier is die toevoeging van 'n verdere
metode tot die bestaande lys, gegrond op 'n additiewe
eienskap van die positiewe heelgetalle.-

. Somme van opeenvolgende positiewe heelgetalle

Vir die som in 'n voorstelling van die vorm

n

t="L((i +r- 1)

waar« > len « > 3 heelgetalle is, word die term 6-partisie
van t gebruik, en word 5(?, a, n) daarvoor geskryf.
Voorbeelde van 8-partisies is45 =6(45,5,6) en 45 = 8(45,
14,3). Twee bekende resultate- word hier as grondslag vir
die verdere aanbieding aangehaal.

STELLING |: Elke saamgestelde, onewe positiewe
heelgetal besit 'n 6-partisie. °

Dit volg maklik (as bewys vir hierdie steliing) dat vir
enige faktorisering t-kg(3><k<g) geld dat

tAh(t,g-"f(k- 1))

Vir enige gegewe faktoriseringt-kg{3<k<g) volg ook
direk dat

t=d(t,k- '/,(g - \),g)aiig <2k + \
en

t-6(t, '™Ng+1)-k 2k) -sg>2k +\

*Quteur aan wie korrespondensie gerig kan word.

en in die geval g <2k+ \ geld dat
B(r, g - Mk- 1), K)NB(/, k- %(g-\),9) kMg

Die volgende omgekeerde van STELLING 1 toon dat die
pasbespreekte drie vorms van 6-partisies die enigste is
wat 'n onewe positiewe heelgetal kan hé.

STELLING 2: Laat 6(i, a, n) 'n 8-partisie van 'n onewe
positiewe heelgetal t wees, dan geld minstens een van die
volgende twee uitko.mste:

(1) Daarbestaan 'nfaktoriseringt =kg(3<k<g, g<2k
+ 1) en ooreenstemmend hiermee die versameling 8-
partisies
Al = {8(f. -'"k-1)k), 5t k-"Ng-1 ;
en 6(r, a, n) e A(D).

(2) Daar bestaan 'n faktoriseringt =kg(3<k<g, g>2k
+ 1) en ooreenstemmend hiermee die versameling 8-
partisies
A(Z) = |8(/l g - If(k - 1)1 k)v 8{f, I/A(g +\)-k1 2k)]-1

en 8(f,a, nN)eA(2). n

GEVOLG: 'nOnewe getal is saamgestel as, en slegs as dit
'n 8-partisie besit. °

OPMERKINGS: (1) 'n Onewe getal t wat m faktoriserings
van die vorm t = kg, i < k <" het, het 2m 6-partisies,
behalwe in die geval waar t 'nvierkant is, in welke geval



die aantal 5-partisies gegee word deur 2m -1. (2) Inenige
6-partisie dit, a. n) is a<'/, (t-3), wanta +(a+ 1) +
{a+2)=3«+3<r

Die GEVOLG hierbo word non eksplisiet gefornuileer as;

ALGORITMEBASISI: 'nOnewe getal tis saamgesteld as,
en slegs as daar positiewe heelgetallea </, (t-3)enn >
3 bestaan sodanig dat t=Y.Ut +r - 1). (In hierdie situasie
ist=7/i {2a+n- 1), en:'as n onewe is, dan is n 'n faktor
van r; en as n ewe is, dan is 'n faktor vant.) O

Die doe) is om hierdie algoritmebasis tot op 'n gewenste
peil van optimaliteit te verfyn.

. Verfyning van die algoritmebasis

Uit 82 volg dat met elke faktorisering t =kf>i3<k<g) van
'n onewe positiewe heelgetal t presies twee 5-partisies
ooreenstem, naamlik

(1) 8 ~-V,a--1).k)

en dan nog presies één van

(2) dit.k- Vj(*-1),0), (as™~< 2K+ 1)

en

3) 83, 7, (?+ 1) -k, 2k), (as > 2™ -+ 1);

behalwe in die geval waar k =g, waar daar slegs die 5-
partisie (1) = (2) is. Vir die aanvangsterme in hierdie
partisies volg dat

(4) (<-'L(k-\))-ik- "/,(g- 1) - %{g -k)>0

en

(5) (g-'Uik- 1) -QU(g +\)-k)"'I, (g +k) >0.

Die volgende notasie is vir die aanvangsterme van die 5-
partisies in (1) - (3) gebruik; vir (\) ea{kg, k) m=g -
A - 1); vir (2): afkg, g9): =k- '"Jig - 1); vir (3); a(kg. 2k)
;= V,(g@ HI) - L In hierdie notasie geld nou op grond van

STELLING 2, en (4) en (5):

STELLING 3: Laat t- kg (3<k< g) 'nfaktorisering van
'n onewe getal t wees.

(1) Asg<2&+ I word die ooreenstemmende 8-partisies
van t gegee deur

8(i, a(kg, k), k) en 8(i, a(kg, 9), 9),
en geld dat a(kg, k) >a(kg, g).

(2)As g>2k+ 1 word die ooreenstemmende 8-partisies
van t gegee deur

8(i, a{kg, k), k) en 8(r, a(kg, 2k), 2k),

en geld dat a(kg, k) >a(kg, 2k). O
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Vervolgens word die faktoriserings van 'n willekeurige
gegewe onewe positiewe heelgetal t, {t- kg :3<k<g\
beskou, en word vir die doe! van rekenaarsoektogte die
gunstigste grense vir die aanvangsterme van die
ooreenstemmende 8-partisies as funksies van die toetsgetal
I bepaal. Eerstens is opgelet dat ci(kg, 1) <7, {t-3) vir I =
k. g, 2k. Verder is:

a(kg, k) =g - T(A-- 1) > A 7,(VT- 1) = 7,(VT+ 1)
a(kg, g) =k - 'G(g - 1) < A L(VT- 1) = 7(Vr+ 1)
a(kg. 2k) - U@ +\)-k= 7.0 +\)-k< 7;(/,+ 1)-3 =
7,(/-15).

Die twee hogrense (in die laasgenoemde twee gevalle) is
eerste suksesse in die gevalle waar die toetsgetal 'n
vierkant van 'n priemgetal of van die vorm 3/j (/j priem, p
> 1) onderskeidelik is.

Die gestelde grensafskattings saam met STELLING 2 gee
nou:

ALGORITMEBASIS IlI: Die volgende drie voorwaardes
op 'nonewe positiewe heelgetal / is ekwivalent:

(1) /is 'n saamgestelde getal.

(2) Daar bestaan 'n 8-partisie 8(/, a. n) met 7,(VTf 1)<
a<T7,(r-3).

(3) Daar bestaan
(3.1) 'n 8-partisie b(t, a, n) meta < V,(VT+ 1) of
(3.2) 'n 8-partisie 8(f, a, n) metd < 7 (t- 15). °

Die 8-partisie in (2) is van die vorm h{kg, ci(kg. k), k), en
dié in (3.1) en (3.2) van die vorms d(kg, a{kg, g), g) en
d(kg, a(kg, 2k), 2k) onderskeidelik. VVoorwaarde 11(2) is
duidelik 'nverbetering op die "rou” ALGORITMEBASIS
I. En hierdie basis //(2) word op sy beurt oortref deur die
basis //(3) - in (3.1) weens die kort interval 11, 7,(VT+ 1)
teenoor[ 7,(VT-i-1), 7j(/-3)],enin(3.2)weensdiekleiner
bogrens 7j/ -15), sowel as STELLING 3(2) vir gevalle
waar ii(kg, 2k) > + 1). Verder word dus op ALGO-
RITMEBASIS 11(3) gekonsentreer.

Vir groot toetsgetalle / wat slegs oor faktoriserings van
die vorm kg met g>2k+ 1beskik, kan die soektog na
aanvangsterme a(kg, 2k) oor die (heelgetalle in die) eerste
komponent van die toetsinterval

I, NE-15)1 = 10, 7, (M 1) 1u (7, (Vs 1), \(t -15)1

faal, en in die tweede komponent steeds relatief lank duur.
Om hierdie probleem te akkommodeer, sal die additiewe
basis 11(3) vervang word met 'n additief-multiplikatiewe
basis waardeur alle soektogte dan binne die interval 11,
7j(Vr+ 1)1 sal plaasvind. Hiertoe is nodig:

STELLING 4: Ai>i =kg(3 <k< g) 'nfaktorisering metg
>2k+ \is, danis k< 7,VT.

Bewys: a(kg, 2k) > "i"('4T+ 1)

<A+ 1-28>VT+ 1
c>t+k-2kM>kMN+k
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<MN2k"-+"t.k-t<O
< A+Vo f2k -aflj< 0
ANk<'Ili. a

ALGORITMEBASIS 11(3) kan dus vervang word met:

ALGORITMEBASIS///: Die volgende twee voorwaardes
op 'nonewe positiewe heelgetal t is ekwivalent:

(1) Tis 'n saamgestelde getai.

(2) Daarbestaan’n8-partisie8(/, iIl. «) meta<'/2(Vr+ 1),
of daar bestaan 'n onewe heelgetal k met 3 < k< '"VT
sodanig dat k 'n faktor van tis. n

Die kragpunt van die multiplikatiewe gedeelte van die
basis 111(2) 1€ (natuurlik) by toetsgetalle met (onder andere)
klein priemfaktore, terwyl dié van die additiewe gedeelte
16 by toetsgetalle met faktoriserings van (onder andere)
die vorm kg met k in die "omgewing" van '/,g. Laasge-
noemde word bevestig in:

STELLING 5: Laatt=kg(3<k<g)'n faktorisering van
'n onewe positiewe heelgetal t wees, en rj 'n positiewe
heelgetal. Dan is a <r\ vir enige 6-partisie 6(i, a, n) van t
as en slegs as\2k- g\<2rj - 1

Bewys: \ag<2k+ 1,danisa- a(kg, g) =k- '"(g- 1) =
"Ifik -g + 1)en

\2k - g\-2k - g, sodat
\2k-g\<2ri-\<”*2k-g<2ri -1

An g>2k+ 1, danisa = a(kg, 2k) = '0"g + 1) - A= 'INg
-2k+ 1yen I2: - gl = g - 2k, sodat

Oh-gl<27]- 1<>g-2/t<2rj -/ <>a<rj. O

Die gunstigste toetsgetalle vir die additiewe gedeelte van
die algoritmebasis is inderdaad dié van die vorm k(2k + 1)
self, want hierin is a(kg, 2k) = 1. Die ongunstigste
toetsgetalle vir die basis as geheel is die priemgetalle: die
basisfaal met 'ngetal tasen slegs asi ‘npriemgetal is!En
vlak naas die priemgetalle (in hierdie verband) Ié die
vierkante van priemgetalle, t=  want hierin is 'n faktor
k < 7 VTnie ter sprake nie, en a(p~, g) ="'l (‘47 + 1).
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