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UITTRKKSEL.
Hier word veronderslel dat die skaulpciraiueter in die tweeparcimeier-gcinwniverdeling (as voorwiiardelike verdeling) 'n
fimksie van 'n variaat is. Hierdie stogastiese skaalparanieter word bepaal deur die vorni wat die regre.ssiekronime kan

aanneeni. Vir die regressiefunksies av en — word parameterryke onvoorwaardelike verdelings met die tweeparameter-
\Y

gammaverdeling as vermengingsverdeling afgelei. 'n Veralgemeende verdeling word as vermengingsverdeling gebruik om
h wye klas van onvoorwaardelike verdelings af te lei, met verryking teweeggehring dew regressieparameters.

ABSTRACT
Parameter-rich unconditional di.strihutions with a stochastic parameter in the conditional gamma

distribution

Suppose that the scale parameter in the two-parameter gamma distribution (as conditional distribution) is afunction ofa
variate. This stochastic scale parameter is determined by theform which the regression curve can assume. Parameter-rich
unconditional distributions with the two-parameter gamma distribution as a mixed distribution are derivedfor the regres-

sion functions av and — A generalized distribution is used as a mixed distribution to derive a wide class ofunconditional
distributions with enrichment indi4ced by regression parameters.

*Outeur aan wie korrespondensie gerig kan word.
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1. INLEIDING
Veronderstel dal die skaalparameter, 0, in die tweepa-
rameter-gammaverdeiing afliankiik van 'n variaat Y
is. Die voorwaardeiike waarskynlikheidsdigtheids-
funksie (wdf.) van X gegee Y = v, word dus gegee
deiir
\,, XK)
{0(y))T{oi)
(V> 0. «m > 0,a>0)
en aangedui deur X|Y ~ Gtp(i*(i). a),
Vir wdf. (1.1) isdie regressiefunksie E(X | Y) = Qy)ot.
waar die waarde van iJ(r) bepaal word deur die vorm

(.1).Jlv|v) =

ai'of - watdie regressiekromme kan aanneem. (Let op

dat aigebrai'ese redes die keuse van die regressiefunksie
bepaal.)

Hier is die variaat Y ’'n faktor wat die verdeling van
X verander." Die onvoorwaardelike wdf. van X volg
vanuit

(2.2) H(v) = jI(.v] v)ifO)cli’

vir 'n gegewe wdf. van Y (die verdeling van Y word
ook die vermengingsverdeling genoem). Let ook op
dat hierdie onvoorwaardelike verdeling minstens een
meer parameter, naamiik die regressieparameter (re-,
gressiekoéflisiént) a, as die bekende verdeling besit.
Hierdie afhanklikheidsparameter kan as 'n ongelyk-
heidsfaktor geinterpreteer word. Ter verduideliking
van laasgenoemde: veronderstel dat /'(.v| r) die wdf.
van die voorwaardeiike inkomsteverdeling is met vari-
aat Y 'n inkomstebepalende faktor, sé ouderdom. Fi-
guur lillustreer dat vir 'n gegewe ouderdom V' die ver-
wagte inkomste van 'n onderwyser V' is. teenoor die
verwagte inkomste a" van 'n algemene praktisyn.

FIGUUR I: Die rol van die regressieporanieter a in
E(X\Y) = ay.

Vervolgens word in 82 parameterryke onvoorwaar-
delike verdelings met die tweeparameter-gammaverde-
ling as die vermengingsverdeling en die regressiefunk-

sies av en — afgelei.
y
In plaas daarvan om telkens die onvoorwaardelike

verdeling vir verskillende tipes vermengingsverdelings
te verkry, word nou in 83 veronderstel dat variaat Y 'n
veralgemeende verdeling, naamiik dieG-funksieverde-
ling, besit en dat 'n algemene tipe regressiefunksie ay"
van toepassing is. Die belangrikheid van die G-funk-
sie- is die feit dat byna al die spesiale funksies in toege-
paste wiskunde en statistiek spesiale gevalle daarvan

is. 'n Wye klas van onvoorwaardelike verdelings volg.
met verryking teweeggebring deur die regressiepara-
meters a en h. Deur die toewysing van sekere waardes
aan die parameters van die regressiefunksie en die ver-
mengingsverdeling kan die onvoorwaardelike verde-
lings bepaal word, waarvan enkele gevalle in label 1
getoon word.

2. AFLEIDINGS
FAESULTAAT 21

Veronderstel dat X 1Y Gtp("y(r).a) (die lokalileils-

parameler 'n funksie van Y), Y Gtp~r. ) en

E(X 1Y) = ay\ dan besit X die saamgestelde gamma-

verdeling van die tweede soort met parameters }— 0
‘a

en a.

BEWYS
Vanuit E(X |Y) = 0(y)oi en die spesifikasie dat

E(X 1Y) = a\\ volg dat (){v) = Die onvoorwaar-

delike wdf. van X word gegee deur

V) = v ‘dv

r(a)r(d) -
waar

,va)

(Erdélyi. et al., p. 313).
Gevolglik is
@1 hx =2 "
La-/

r(a)r(d-\)3(i-)”

(Y> 0,«>0,>> 0,f> 0,3> 0).

OPMERKING 21
(i) Die saamgestelde gammaverdeling van die tweede
soort soos in (2.1) gegee, het dieselfde vorm as die
verdeling wat deur Bhattacharya'* ondersoek is.

FIGUUR 2: Die wdf. 5 van die saamgestelde gammaver-
deling van die tweede soort vir a = 1; y = 2 en
(1) a=15;S=25en (2)a = 0,56 = 15
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maar met 'n ekslra parameter, naamlik die regres- moet egler daarop gelet word dat die uitdriik-

sieparameter a. (Let op dat vir a = d reduseer kings vir die maatstaf van kurtose (» — 3)en
(2.1) na vgl. (33) van Bhattacharya™ met — = i) / = J

. : di tstaf keellieid Hi i

(ii) Die /i-de moment van X met wdf. (2.1) is 16 Mmaatstal van  skeelliel A (vir

Ha + MVI0 + 1) (( I, = E(X - E(X))" /i = 0. 1 2, ..) onalTiank-

na)r(® \a)V . . .
e ) lik van die parameters a en '/ is.
(iii) Figuur 2 illiistreer die krommevorme van wdf.
(2.1) vir verskillende waardes van die parameters (iv) Daar kan van die relasie tussen die //-de moment
a en i), maar vir vaste waardes van a en Hier (om die nulpimt) van die saamgestelde verdeling

TABEI |

Onvoorwaardelike verdelings wat betrekking het op die gevalle E(X|Y) = ay, E(X|]Y) = j en E(X|Y) = ay®

Parameters

Riindverdeling van Y van die Onvoorwaardclikc verdeling van X
regressie-
I'unksie
k t = s a, I, a h
(1) Tweeparanieter-gamma Saamgestelde gamma van die twcede soort
10 0 1 YV e
RrS)
(V>0.9>0, »>0)
= (21) (v>0.1>0. =0, >0, 2>0)
IF.rdelyi, et al.". p. 4,'(4;
(2) Tweeparameter-gamnia Saamgestelde gamma van die eersle soort
11 ™ 1—a- i)
10 0 1 -1 h
1<) n<5) Il lay 0

(k>0, #>0,/>0)
= (2.2) (v>0,a>0,7>0,15>0, 0(>0)
iMathai & Saxena,”. p. .171

() Tweeparaineter-gamma Spesiale G-fiinksie
W2
10 0 1 \ (-
r(,5) Rrt) e
(r>0.6>0 m>0)
»0,3 4ii A(2,2x - (i + 1), 1
NN _avi
(4) Standaardbeta n Veralgemeende tipe in terme van konHuentc
liipergeometriese funksic van die eerste soorl
W - ii.)l') 10 11 n»Rim+ R (- 1) (n- 1) o1 n»i + 1), 1Ll va . Vooa—m
) r,.)r,.)(f)’- (1 yl—a —u —
O<I'< I, »>0. 1>0)
r@)i + iir(ii + y v
r(iii)r(oir(ii + x + n)
WP, MW+l +d+
(V>0,a>0, x> 0.11> 0, n> 0)
iErdélyi. ct al.". p. 4351
(5) Beta van die twecde 'n Veralgemeende tipe in terme van die funksie
soort van Tricomi
! 1 . ' AL —M» + 11
roa +_ y) 1111 . (-11)  (ni-\) X 12 ta—h+1
B(i, ii) r(;«)r(«) M) (QrE0(My XX o+
(r>0. 11>0, 1>0)
n Ra + 1y

Bdn. ")R=<)("I"

+ UK - @+ 1AN

(.v>0, ni>o0, ii>0, (>0, «>0, o—iiicre Vvir'n e>0)

{Erdélyi, et al.", p. 435; Erdelyi, et al.» p. 264;
Slater,”, p. 5|
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en die h-de moment (om die nulpunt) van die ver-
mengingsverdeling”™ gebruik gemaak word om
momentberamers vir die parameters van wdf.
(2.1) te verkry, naamlik

M-x) - . x"h{.x)d.\
T

"ox"f{x\v)giv)dxdv

0

r@ + h)(al j

r(a+/i)yl«v W~ oo

nsH)

Definieer die steekproeFmoment as

=1 =i
/<iO) = Sy = "i
en /i,(r) = 3(3 + \LHYy* = i\,
voig dat  O= [iv(v])- - 1
en >= V[iy(v)2 - 11

Aangesien

Hieruiten deur bostaande relasie te gebruik, word
verkry dat

@ = iiVW\ en & = -

RESULTAAT 2.2
Veronderstel dat X|V Gtp(%),a),

Y  Gtp*—Sj en E(X|Y) = & dan besit X die

saamgestelde gammaverdeling van die eerste soort met

parameters —, a en d.
a

BEWYS
Vanuit E(X |Y) = 0{y)<x = - voig dat ™(r) = — en
- r u

av
is die onvoorwaardelike wdf. van X soos voig:

XT

r(a)r(i5)

/
a

(2.2) = I+ s /B(a, 0
\ay ayj

(Vv>0, >0,6>0,7>0 a>0).

hix) =

a
/

OPMERKING 2.2
(i) Indien a = a, dan reduseer (2.2) na die saamge-
stelde wdf. soos deur Dubey* afgelei.
(ii) Die h-de momentvan X met wdf. (2.2) word gegee
deur

© > h).
(iii) Figuur 3 toon die invloed van regressieparameter
a op die vorm van die onvoorwaardelike verde-
ling van X met wdf (2.2) vir vaste waardes van a,
Seny. Hierdie saamgestelde gammaverdeling van
die eerste soort sluit ’n verskeidenheid van krom-
mevorme in, soos geillustreer deur die stip van
wdf (2.2) in figuur 4 vir verskillende waardes van

a en S, maar vir vaste waardes van a eny.

(iv) Vir Oen y bekend, is die momentberamers vir aen
a die volgende:

@ -

d= u en
mih< - 2)
_()Hf) - 1)
N
met v die /;-de-orde
steekproefmoment.

FIGUUR 3: Die wdf. 's van die saumgstelde gamniuver-
deling van die eerste soort vird = 4;S = 4;y = Jen
(1)a- 2,(2) a=4en (3) a=6.

FIGUUR 4: Die wdf. 's van die saamgestelde gammaver-

deling van die eerste .wort vira = 1; y = 2 en (1)

a= 10=15(2)a=05 0= 2en (3) a = 15;
0= 1

3. ALGEMENE RESULTAAT
Verondersteldat X |Y ~ Gtp(%), a), E(X|Y) = af
(@ > 0) en Y besit die G-funksieverdeling met wdf

(3.1) ir0) = KGI;,
ivy € 5)

waar G (7>) die G-funksie soos in Erdélyi, et al.\ p. 207
gedefinieer, voorstel;
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(32 K =y o R=h)) ni + «)
ni + h) n-«,)
/A1
die waardesvany, afj= 1, ... r), =1, ..., V)
X

sodanig is dat ] i O)i/lv= >met ~O") ~ 0 vir
0

V> 0; en S die deeiversameling van positiewe
reéle getalle is waarvoor G( *) konvergeer.
Dan is die onvoorwaardelike wdf. van X soos volg:

@33) hpy =
n=,,(7

(27)* At + M(v 1) ot

G/)(. 1+M-
1 ).y, hr

A(h. ha = i/i}:ees:
A(), hei - hX 1

A(h, ha — a,))
(h > 0)
B4 =JS E£1AN
r(a)\%
:(A+( V- I.l)(l"'b)yf'\jo (1 PR )
i AGD>a-))) ...

J- N1 h< 1 ~
aG' B xayl(a(~ h) 0,A(—/),)c—,).......

A(—h,ha —h"
A{-hrha _ar) —
(h <0
waar K in (3.2) gedefinieer word;
v r
0 =~ AN+ \r - v+ T
= i=1

A{h, t) die volgende versameling met /Aparameters
voorstel

i, ix-L ... '+ m

h h h

die waardes van a, a, h, vy, V=1 2 en m
( = I, ..., VM) sodanig is dat h{x) positief is.
BEWYS
Vanuit

JUVy) = xr o r-V Afjria)
V>0, V>0 «>0a>0),

(3.1) en (3.2) volg dat

K
@5 W= -7
r(a
\a/
du =mmg, d
Gf: V.
G vy [, K

Beskou eerstens die integraal in (3.5) vir h > 0.
Deur

(3.6)

Gi:“ en

B 1«1....... «r
e ' .
(-~7) Gl hi. ... ),
J, 1- Z.... I
z' -0, ., 1= .
te gebruik, is
1= v oy "I T
0 va —_
«1.......
*Gi,,: yy dr

- |(271jﬁ\ﬂ| g.“)(l V"Qf(\ v

GA. 1M a A(h, ha—h"), ...

1#).v. hr .\»'A(h’ ha-a’\) .......
A{h, ha-hX
A(h. ha.—a,)

(Mathai & Saxena", p. 80)

en (3.3) volg duidelik.
Virdiegeval/? < 0isdie integraal in (3.5) deur (3.6) te
gebruik soos volg;

T A
! 4q

0
- a’
GI'" yvi hooy
= 7.1- s(271)~k/\/\' I
ol A M xa IA(—h. ha—hi), ...,
hs. 1 hr Jay \-hf' #®) OM-h. ha-(ii)....
Ai-h, ha-h))
A(—h, ha—a) _

(Mathai & Saxena\ p. 80).

Vanuit bostaande en (3.5) volg die onvoorwaardelike
wdf. van X \ir h < 0 soos in (3.4) gegee.

OPMERKING 31

Tabel 1toon enkele spesiale gevallc van hierdie alge-
mene resultaat vir die tweeparametergammaverdeling
as die voorwaardelike verdeling.

OPMERKING 3.2

Daar kan veronderstel word dat die voorwaardelike
verdeling "n H-f'unksieverdeling (kyk Springer'®, p.
200) is, wat 'n veralgemening van die bekendste verde-
iings van nienegatiewe variate is. Veronderstel ook dat
faktor Y 'n H-funksieverdeling besit en dat ’'n algeme-
ne tipe regressiefunksie ay* van toepassing is. Bekker"
(p. 91) definieer "n parameterryke onvoorwaardelike
verdeling wat ’'n wye klas van verdelings omsluit. Daar
moet egter in gedagte gehou word wat die motivering
vir hierdie ondersoek is, naamlik die verryking as ge-
volg van die regressieparameters a en h van die regres-
siefunksie ay”.
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