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UITTRKKSEL

Die heslaan vein primitiewe elemente vir integriteitsgehiede word hehandel m et verwysing nci die cdomhekende stelling oor 
primitiewe elemente vir uithreidings van ligganie. Primitiewe elemente vir uithreidings van n kom m utatiewe ring R. met 
eenlieidselement, word vervolgens heskoii waar R slegs eindig veel minimale priemideale het waarvan die deursnede m d is. 
Hierdie geval word gerediiseer na uithreidings van integriteitsgehiede.

ABSTRACT

Prim itive elem ents f o r  com m utative ring extensions
The existence o f  primitive elements for integral domain extensions is considered with reference to the well known theorem  
about primitive elements for field extensions. Primitive elements for extensions o f  a commutative ring R with identity are 
considered, where R has only a finite number o f  minimal prime ideals with zero intersection. This case is reduced to the ca.'ie 
for ring extensions o f  integral domains.
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1. Inleiding
Algebraïese en transendente elemente oor ’n kom m u
tatiewe ring R met eenheidselem ent word gedefmieer 
soos vir uithreidings van liggam e.' Schutte bewys dat 
as S  ’n unitêre uitbreiding van R  is (d.w.s. /? en S  het 
dieselfde identiteitselem ent), R 'n  ring met nul priem- 
radikaal, en a e S is algebraies oo r R, dan is alle ele
mente van /?[a] algebraïes oo r R.^ D it w ord aanvaar 
dat R  slegs ’n eindige aan tal m inim ale priem ideale het. 
As nog ’n element ji e S  aan /?[a] geadjungeer word, 
dan kan dit gebeur da t /?[a, [i] transendente elemente 
oor R  het.^ D it word trouens bewys dat as die m inim a
le priemideale in R  paarsgewys kom aksim aal is, dan is 
’n nodige en voldoende voorw aarde vir 'n  unitêre uit
breiding S  van R  om transendente elem ente oo r R  te 
hê, dat vir elke priem ideaal P, in R  d aar ’n element a, 
£ S  bestaan wat algebraies is oo r R  en w aarvan die 

definierende ideaal in /?[.v] bevat is in P,[.v].'*
'n  Primitiewe element oor R  vir die ringuitbreiding 

/?[a, //] is ’n element y e  /?[a, //] sodat 7?[}’] =  /?[a, //]. 
U it die opm erkings hierbo volg dit dat as a en ji alge
braies oor R  is, dan is dit nie m oontlik  om ’n element 
)’ e /?[a. //] te vind sodat /?[y] =  /í[a, //] nie as /?[a, //] 
elemente het wat transendent oo r R  is. Om sake nog 
verder te bemoeilik kan bewys word dat as t e S  tra n 
sendent is oo r R, en die k  m inim ale priem ideale in R  is 
paarsgewys kom aksim aal, dan bestaan elemente a ,, a2. 
... ot̂  in 5  wat algebraies is oor R  met /?[/] =  /?[oíi, aj, 
..., a*].  ̂Primitiewe elemente (as hulle bestaan) van uit- 
breidings van R, w at verkry w ord deur algebraïese ele
mente oor R  aan  R  te adjungeer, kan dus algebraies of 
transendent oor R  wees.

D aar is min bekend oo r primitiewe elemente vir

ringuitbreidings. Die enigste teorem a w at in die litera- 
tuur beskikbaar is, is die bekende stelling vir eindige 
uithreidings van liggame.

In hierdie artikel sal ons 'n  nodige en voldoende 
voorw aarde vir bepaalde ringuitbreidings /?[a, //], a en 
/Í algebraies oor /?, gee vir die bestaan van ’n prim itie
we element oor R. O ok word voldoende voorw aardes 
gegee w aaronder integrale uithreidings van 'n integri- 
teitsgebied primitiewe elemente het.

2. Primitiewe elemente vir integriteitsgehiede
Laat S  ’n integriteitsgebied met 'n  eenheidselem ent 
wees. Ons sal die ideaal wat in 5  voortgebring word
deur die elemente i/,, i/j, ..., a„e S  deur («,, «2.......
aandui. As a en /y algebraies oo r S  en Sfa, //] 'n  integri
teitsgebied is, dan  is dit duidelik da t a en /Í algebraies is 
oor die liggaam van kwosiënte 0 (5 )  van S  en dat 
0 (5 )[a , //] ’n uitbreidingsliggaam  van Q{S) is. As die 
definierende veeiterm van a in 0 (S')[.y] /'(.v) is, dan 
S[a] ^  5 [.y ]/((/'(.y )) n  S[x]) w aar (/'(.v)) die ideaal is 
wat deur/(.v ) voortgebring w ord in 0(S')[.v]. Die veei
term /(.v) kan so gekies w ord da t sy koëffisiënte in 5  is. 
So 'n  veeiterm sal "n definierende veeiterm van a in 5[.v] 
genoem word.

Die bekende stelling oo r primitiewe elemente vir ein
dige liggaam suitbreidings sê dat as f ( a , ,  /i,) ’n algebra- 
iese uitbreiding van 'n  liggaam F is  en /i, separabel oor 
F is , dan gee enige w aarde k  uit F 'n  primitiewe element 
y =  a, -t- Ar/ii vir F (a ,, /Í,) o o r F. m its 
a, -I- A'/i, /  a, + kPj w aar a, enigeen van a, se toege- 
voegdes is, insluitende a ,, en /i, een van //, se toegevoeg- 
desis(/y, ^,).* As F ’n eindige liggaam is, dan is F(a,, 
/Í,) altyd ’n enkelvoudige uitbreiding.'' As F o n e in d ig
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is, is d aar slegs eindig veel ongeskikte keuses van k. 
aangesien die vergelykings ai +  A/i, =  a, +  k/ij slegs 
eindig veel m oontlike opiossings k  in F  het.

Ons neem aan S  het oneindig veel elemente. Terwyl 
d aa r ’n oorvloed van prim itiew e elem ente van die 
vorm  a +  k[i, k  e S, vir Q(S')[a, fi] is, hoef 5'[a, (J\ geen 
primitiewe element oor S  te hê nie.

Voorbeeld: Neem die ring van heelgetalle Z  as 5  en 
a =  v 2 , /j =  \ 3. Veronderstel 7 =  \ 2 +  A\ 3 is ’n 
primitiewe elem ent vir 0 (Z )[\ 2, v 3] oo r Q(Z). D an is

(s 2 +  Av 3)" =  (2 +  9k^)s 2 +  (6A +  3A")v 3 €0(Z)[-/].

O m dat 0 0 k V 2 +  Av'3 e Q(Z){y] en al die koëffisiënte 
van hierdie twee u itdrukkings inverses vir alle waardes 
van A (# 0) in Q (Z) het, volg dat v 2 , n 3 e Q{Z)[(x\. 
Ons sal later aan toon  dat Z [\ 2, V3] geen primitiewe 
elem ent oor Z  het nie. (Kyk die opm erking voor Stel- 
ling 2.)

Aangesien -Sia, /i] =  5'[}'] as die ideale (a, P) en 
(7) dieselfde is, bestaan d aar klaarblyklik 'n  primitiewe 
element vir 5[a, //] oor S  as 5'[a, //] ’n hoofideaaldom ein 
(h.i.d.) is. Selfs as S  ’n h.i.d. is, is dit uitsonderlik 
vir ^fa, //] om ’n h.i.d. te wees. Al is 5[a, /7] nie ’n 
h.i.d. nie, kan dit egter nog gebeur dat (a, fi) ’n hoof- 
ideaal is. Byv., Z[v — 5, 1;] is nie ’n h.i.d. nie,® m aar

v - 5 ,  i) =
; - 5

Alle primitiewe elemente vir 5[a, [i\ oo r S  is ook pri
mitiewe elemente vir 0(5O[a, fi] oo r Q{S). Om prim itie
we elemente van die vorm a -I- kfi vir 5[a, //] oo r S  te 
vind is dit daarom  voldoende om na te gaan onder 
welke voorw aardes ’n prim itiew e elem ent van die 
vorm  a -I- kfi vir 0 (5 )[a , //] oor 0(5 ') een is vir 5'[a, f{\ 
oo r S. As 5’[a, //] =  5'[}’] dan is klaarblyklik

a =  2 ^  T,y', T, e 5, en /y =  2 ^  s^y', .s-,. e 5,
/=() 1 = 0 

vir een o f  ander p  en q. As egter a -I- A//, A e S, ’n 
primitiewe element vir 0 (S )[a , //] oo r 0 (5 )  is, weet ons 
slegs dat 5[a, (J\ 2  5'[>'].

Laat a en (i algebraïes wees oo r Q(S), soos tevore.

Sle/ling 1: Laat 7 =  a -I- A/i, A g 5, ’n primitiewe 
elem ent van 0 (S)[a, /i] oo r g íS ') wees en laat 
S['/] c  5 [3(, /i], dan  bestaan d aa r ’n element m e S, 
m  ^  0, sodat 7 ’n primitiewe elem ent is van 5 '[ a ,^  oor 
S ' =  S[m  '].

Bewys: Laat [g(S)[a, /i]:0(S)] =  n. Dan
II I

/i =  y  i,7 ' , 6 Q(S). Laat s] = sju^ u, £ 5^ en stel

m = v„ . . . v„ |. D an m  e  5  en 0, ' e  S[ni '] =  S'. 
Gevolglik /y 6 ^ '[7] en a =  7 -  A/i e 5”[7]. D us a, 
p  e  S'[y] en S'[oi, /i] E  5'[y]. Aangesien S[y] c  5[a, /i], 
volg dit dat 5 '[7] c  y[/x, p] en dus S’'[7] =  5'[o:, /i].

Neem aan dat die definiërende veelterm e/(.v) en g{x) 
van a en y? in 5[.v] grade «, en «2 het respektiewelik en 
da t y = (X + kp, A e S, ’n prim itiew e elem ent van

0(S)[a, //] oo r Q(S) is. Veronderstel verder dat 7 die 
w ortel van ’n onherleibare m onieke veelterm 
li(x) e  5[.x] is (d.w.s. die koëfíïsiënt van die hoogste 
mag van .v in die definiërende veelterm van y is een). 
Stel die graad van li(x) is « =  « ,.« 2- Elke m oontlike 
som S .5,7' =  /i. Si e S, kan nou m odulo h(x) gereduseer

n 1
word na een van die vorm  ^  .s',7' =  /i, .v, e S. N etso

/ = 0n 1
ook a =  ^  T,7', r, e S. Die probleem  is om geskikte

f*:()
w aardes vir .v, en t,(/ =  0 , .  . ., /7 -  I) in 5  te vind wat 
a en /i gee.

Let op dat a -H A/i =  7 =  ^  ( t, -I- A.9,)7'. U it die
/*()

lineêre onafhanklikheid van 1, 7, ..., 7" ' in % ]  volg 
dat T, -h A.s', =  0 (/ #  I), en r, -I- A.v, =  I. Omge-

keerd, as /i en T, =  -A.y, (/ 1),

T, =  I -

/*()
« I

A.vi, dan « =  ^  geskikte

waardes .9, in S  bestaan, dan is d aar ook reeds geskikte 
waardes t, in S.

Om geskikte w aardes .v, (5, beskou as ’n onbekende)

te vind, reduseer /i ,(a -I- kP)' m o d u lo  f{ x )  en

g{x) na // =  > > £,y/i' w aar die koëflfisiënte li-
1-0 J^o

neêre u itdrukkings in .So, s„ , met koëífisiënte in 
Q(S) is. Die versam eling {a'/i' |0  <  / <  /7 , — 1;
0 <  y <  «2 -  1} is ’n basis vir 0 (5')[7] en dus is t,j =  0 
(/• /  0,./ /  1), foi =  I.

As vir ’n geskikte keuse van k  e  S  hierdie stelsel 
lineêre vergelykings opiossings .s'o,..., .v„. , e 5 het, dan 
is a -I- kp  ’n primitiewe elem ent van S[a, /i] oor S.

As hierdie m etode in die geval Z[v 2, v'3] aangewend 
word, kan m aklik ingesien w ord dat vir geen A 6 Z  is 
N 2 -I- Av 3 ’n primitiewe element van Z [\ 2 , v 3] oor Z  
nie.

Die volgende stelling gee ’n voldoende voorw aarde 
vir ’n prim itiewe element a -I- A/i van 0(5')[a, P] oor 
Q(S) om ook een te wees vir 5[a, P] oo r S.

Stelling 2: As ^[7] ’n eenduidige faktoriserings-gebied 
(e.f.g.) is en die definiërende veelterm g(x) van /? in >S[.y] 
is ’n m oniek, dan is 7 =  « -f kp, A e  S, ’n primitiewe 
element van S[a, //] oo r S  as dit ook een is vir 0 (5 )[a , /i] 
oor Q(S).

Bewys: Laat ^(x) =  (x -  P)gx{x) met .v -  /i en gi(x)  
in (0 (S)[7])[.v]. Volgens ’n bekende stelling is die koëf- 
fisiënte van sowel x  -  y? as g,(A:) in 5 [7], w ant g{x) 
is ’n moniek.® D us p  e  S[7], en gevolglik 
<x = y -  k p  e  S[7], Soos tevore volg nou da t 
S[7] =  S[a, p\.
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GcYolgtrckking: As die element ni e S  van slelling 1 nie 
die eenheidselem enl van S  is nie. en die detiniërende 
veellerm van /i in .V[.v] is ’n m oniek, dan is nie 
’n eenduidige fakloriserings-gebied nie, m ils 
^̂ [3'] E  Ŝ’[a, in.

Bewys: V eronderstel .S’[y] is ’n e.f.g. D an volg uil slel
ling 2 dat 7 ’n primitiewe element van 5’[a, /Í] oor 5  is. 
U it stelling 1 volg dan dat /« =  1, in stryd met ons 
aannam e.

Voorheehl: Beskou Z[a, fi] met y =  a +  kfi, k e  Z . 
a =  / 2 ,  fi = V 3. K laarblyklik is Z[-/[ £  Z[a, //] en

— 3 ’n moniek. Ook weet ons reeds dat in hierdie 
geval ni #  1 vir alle k  e Z. D us geld vir alle k e Z  dat 
Z[}’] nie 'n  e.f.g. is nie. (Vgi. met die opm erking volgend 
op voorbeeld 2 liierna.)

Opmerking: As /(.v) die definiërende veelterm van a in 
5[.v] is en // is separabel oor 5 , dan het f ( y  — kx )  en 
^(.v) die g roo tste  gem ene deler (g.g.d.) .v — fi in 
(2(5')[}'])[.v] vir ’n geskikte keuse van A- e S en dus is 
fi e  .9[y]. As die algoritm e vir die bepaling van die 
g.g.d. uitgevoer kan word in (5 [7])[.v] dan klaarblyklik 
l i e S [ y l

Voorheehl: 1. Die integriteitsgebied Z[e-’" ‘̂] is ’n e.f.g. 
Die getal e-"''^ is ’n wortel van x"* +  -I- .v -I- 1 =  0,

terwyl die definiërende veelterm e van cos ^  en

/ sin ^  die onherleibare veelterme 4.v  ̂ -I- I x  — 1 en

ló.Y'' -I- 20.v^ -I- 5 respektiew elik is. In (Z[i])[.v] is 
beide hierdie veelterme m onieke en [Z[\}[e-’"'̂ ] is ’n

e.f.g. A angesien / sin — ’n w ortel is van
)

, _ , _  cos —  Yvl volg uit die
V 5 y V L 5 J /

dim ensies van die u itbreid ings Q{Z){e~'"'^)\Q{Z) en

Q(Z){ cos y  j:Q(Z) da t i-' ’n prim itiewe element

van Q (Z)^cos y ,  / sin y j  oo r Z[\] is. U it stelling 2

volg nou d a t e '”'^ ’n prim itiew e elem ent vir 
2n . ■ 2n^

(Z[\]){ cos y ,  i sin ^ OOT Z[{] is.

Voorbeeld: 2. L aat S  =  Z[i],Z  die ring van heelgetalle. 

L aat a =  V I  e n _  [i =_n/3, J \ x )  = x^ -  2, 
g{x) =  -  3, y =  V I  -I- V3. D an is

/(y  -  x) = x ^ -  2 (V I +  V3 )x -I- 3 +  2VIV3 6(5[y])[.v]. 

Die algoritm e vir die berekening van die g.g.d. van g(.Y) 
en /(y  -  x) gee

A y -  ;c) -  1 .̂ (.v) = -2(V2 + v/3)(x -  >/3)6(%])M.

D a a r-2 (V 2  +  V3) =  len

(V2 -  V3)^ 6 iS[y] volg d a t — 2(V2 -I- v'3) ’n eenheid

in 5[y] is, en gevolglik is x, -  v'3 e (% ])M - D us is 

n/3 6 S[y] en S[^2  -I- VI] =  S[V2, V3].

Opnierking: Die algebraiese heelgetalle in die liggaam 
Q(s 2 + \?>). Q die liggaam van rasionale getalle, is 
van die vorm  a + h \ 2 -I- i s 3 -I- d \  6 , w aar a en c 
heelgetalle is, en h en d  is o f  beide heelgetalle o f  beide 
halwes van onewe heelgetalle." Dui hierdie ring van 
algebraiese heelgetalle aan met D. D is "n Euklidiese 
integriteitsgebied en dus 'n  e.f.g.

As aan enige e.f.g. D 'n  element .v geadjungeer word 
wat deur cx = 1 (d.w.s. .v =  c ') gedefinieer is, en 
c = p\'.pi ... p]' is die priem faktorontbinding van c in
D, dan het p,(i - 1 ,2 .......t) inverses in D[c ']. A ange

sien alle elem ente van D van die vorm  —, d  e D.
c'

(.V =  0, 1, 2 , . . . )  is, kan hulleopeen-eenduid ige m anier 
in p riem fak to reon tb ind  word w aarby /;,(/ =  1, 2, . . . , / )  
uitgesluit is. Dus is D[c '] ’n e.f.g. Gevolglik is DQ] ’n 
e.f.g. en aangesien klaarblyklik D[y =  (Z[4])(v2, v3), 

volg uit voorbeeld 2 dat (Z[^])[s 2 -I- s 3] =  D[J] 'n 
e.f.g. is.

3. Primitiewe elemente vir algebraiese ringuitbreidings
Laat R 'n  kom m utatiew e ring met eenheidselem ent 
wees wat slegs ’n eindige aantal m inim ale priem ideale 
P i, P 2 , Pk het w aarvan die deursnede nul is. Laat a 
en fi elemente uit 'n  unitêre uitbreidingsring S  van R 
wees wat algebraies is oo r R. Die ideaal voortgebring 
deur Pj in /?[a, //| word aangedui met P,R{ol, /^. K laar
blyklik P,[a, P\ =  P,/?[a, p\. O ok is P,[o!, /Í] n  /? =
Dui die beelde van a en ^  onder die kanoniese hom o- 
morfie R[oi, f{\ ->■ /?[a, P\/P[oi, P\ met á  en ^  aan. D an 

^[a , P\IP[oi, (i\ ^  (/? //’,)[o(, Ji], V oorts, as 'n  element 

}■ 6 {R/Pi)[óí, Ji] algebraïes is oor /?/P„ dan  is 7 6 /?[«, /i] 
algebraies oo r R  w aar y ’n oerbeeld van 7 in /?[a, fi] is.'^ 
As a algebraies oor /? is en á is algebraies oor R/Pi, dan 
is die definiërende ideaal van á in (y?/f*,)[.v] die beeld 
onder die kanoniese hom om orfie /?[.v] -> (^/P,)[.v] 
van die ideaal (/, f ’i.v]) voortgebring deur /  en in 
/i[.v], w aar I  die definiërende ideaal van a in /?[.v] is.‘‘*

Definisie: ’n Ring T( 3  R) word algebraies oo r R  ge- 
noem as elke elem ent van T  algebraies oo r R  is.

Stelling 3: /?[a, (i\ is algebraies oo r R  as en slegs as daar 
’n m inim ale priem ideaal P \n R  bestaan sodanig dat 
sowel d -d$ Ji algebraies oor R /P  is.

Bewys. V eronderstel /?[a, fi] is algebraies oo r R. Laat 
{a,} die versam eling van alle koëffisiënte van die defi- 
niërende veelterme van a in /?[.v] wees en {/),] die van fi.

O m dat die nulradikaal van R  die nulideaal is, m oet 
R  m instens twee m inim ale priem ideale he, tensy die 
nulideaal self die enigste m inim ale priem ideaal in R  is, 
in welke geval die stelling triviaal, is.

Veronderstel nou d aar is geen m inim ale priem ideaal 
P  sodanig dat sowel i  as ̂  algebraies o o r R jP  is nie. As 
{a,} é  P  en {/>,} ^  P, P  m inim aal priem  in R, dan  is 
sowel á as ^  algebraies o o r R /P , in stryd met ons aan 
name. D us {a,} s  /* o f  {/>,} £  P. O ok is dit nie die ge
val d a t {a,} S  P  en {6,} £  P  nie, w ant R  het m instens 
twee m inim ale priem ideale, sê Pi en P 2 , en as {a,} £  Pi
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en{hj] c  / ’,,d a n  isaen /y  a lg e b ra ïe so o r/? P 2. in stryd 
met ons aannam e. Die versameling m inim ale priemi- 
deale in R word dus in twee ekskslusiewe klasse A c n  B 
verdeel: As P  e /1 dan {«,] P cn as P e B dan 
{fii'i E  P. M aar dan bevat R[a, [J\ ’n element wat tran- 
sendent is oor R in stryd met die oorspronkslike aan 
name.** Dus bestaan daar ’n m inim aie priem ideaal P 
in R sodat á sowel as Ji algebraies is oor R P.

Die bewys van die om gekeerde is soortgelyk aan die 
bewys van proposisie 6 in Schutte 1987 w aarin ons 
(R!P)[%, P] vir S  neem en in aanm erking neem dat 
Q(R!P)*  [a', P'] 'n  eindig dim ensionale vektorruim te 
oor Q(Ri'P)* is.

Klaarbiyklik kan hierdie resiiltaat uitgebrei word na 
alleeindig  voortgebringde uitbreidings /?[o(,, aj, ..., a„] 
van R.

Laat a en (i algebraies oor R wees met P  soos hierbo.

Gevolgtrekking I: y e  /?[«, [f] is 'n  primitiewe element 
van /?[a, fi] oor R as, en slegs as, á e (RiP)[á, Ji] 
'n prim itiew e elem ent van (/?,T)[a, Ji] oo r R !P  is 
en die beperking van die kanoniese hom om orfie 
R[a, in ^  R[oi, iniP[a, /i] ( =  (/?/P)[á, Ji]) tot /?[■/] die 
kern f [a , /Í] het.

fic-MT-v.'As ons in gedagte hoLi d a t /?[}<] (R/P)[i,Ji]'r\ 
surjeksie is, volg die stelling onm iddellik.

Hierdie kriterium  kan enigsins verswak w ord in die 
geval w aar (R/P)[ói, Ji] ’n integriteitsgebied is.

Gevolgtrekking 2: As (/?/T)[á, Ji] ’n integritehsgebied is 
en 7 is ’n primitiewe element van (/?/P)[a, ji] oor RjP , 
dan is 7 e /?[a, ji] ’n primitiewe element van R[a. /i] oor 
R  as, en slegs as, die kern K  van die hom om orfie 
^['/’] = (/? //’)[y]’n priem ideaal in/^[a./?]
is.

Bewys: As 7 ’n primitiewe elem ent van /?[a, (i] oor R  is, 
dan is die gevolgtrekking duidelik.

Om die om gekeerde te bewys m oet ons eers aan toon  
dat P[oi, //] ’n m inim ale priem ideaal in /?[a, fi] is. K laar- 
blyklik is P[a, /i] priem in /?[gí, fi], w ant die kern van die 
hom om orfie //] -^{RlP)[5i, Ji] is P[a, /i], Laat 
Q  c  p[a, (}] ’n priem ideaal in 7?[a, {{] wees. D an is 
R n  Q 'n  priem ideaal in ^ e n  /? n  0  E  P- Aangesien 
P  ’n m inim ale priem ideaal in R  is, het ons 
R n  Q = P. M aar P[a., ji] is die kleinste ideaal in 
/?[a, //] w at P  om vat. D us Q = F[a, //]. Aangesien 
K  c  p[oi, fj] en K  priem is in /?[a, [i] volg dit dat 
K  =  P[a, fi], U it gevolgtrekking 1 het ons nou dat 
R[y] = 7?[a, fJ],

Opmerking: D aar dit soms moeilik is om in ’n gegewe 
ring te bepaal o f ’n ideaal priem is o f  nie, is die laaste 
kriterium  nie van veel nut om primitiewe elemente mee 
op te spoor nie. D at dit wel nut het, toon die volgende 
voorbeeld.

Voorheeld: laat R =  5[/], S  =  ZQ], Z  die ring van 
heelgetalle en t algebraies o o r S  m et definiërende 
ideaal die ideaal voortgebring  deur die veelterm

.\-2 — .V in ,S'[.x]. Dus R  s  5[.v]/(.v^ — .v). A djungeera  
en !i aan R w aarvan die defmiërende ideale voo rt
gebring w ord deur .v’ — 2 en ,v̂  — 3 in /í[.y]. 
Laat P  die ideaal (t) wees in R. Elke ideaal /  eg 
bevat in (t), moet voortgebring word deur elemente 
van die vorm  st, s e S, w ant =  /, w aaru it volg 
dat S[t]/I nuldelers bevat. D us is (/) ’n m inim ale 
priem ideaal in R en P[a, /i] is priem in /?[a, /i], soos 
aangetoon in die bewys van gevolgtrekking 2. Ook 
geld (R/P)[óc, Ji] =  S[v2, v 3]. U i t ’n vorige voorbeeld 

weet ons dat v2 -|- v 3 ’n primitiewe element van 
.S[\ 2, \ 3] oor S  is. Die kern van die kanoniese hom o
morfie (5[i])[a,/i] ^ [v 2 , V 3]isP [a ,/y ],d i.(/)[a ,/i],en  
die kern van 5'([/])[a +  /i] v3] is (/)[« +  /i],
Aangesien (5'[/])[a,//| =  (S'[a,/y])[r] isa  -I- /fk laarblyk- 
lik ’n primitiewe elem ent van (5'[/])[a, /i], oo r 5'[/]. U it 
gevolgtrekking 2 het ons da t die ideaal (i([a -I- /i] ’n 
priem ideaal in (5'[/])[a, J?], is en dieselfde is as die ideaal 
(/)[oi, i?], in hierdie ring. Trouens, (0[a +  /i] is ’n m ini
maie priem ideaal in (5'[/])[a, /i],

4. Uitbreidings van direkte somme
Ons beskou nou die geval van kom m utatiew e ringe 
met eenheidselem ent wat die direkte som is van twee 
ideale:/? = R^ + /?2-D ie  volgende stelling kan mak- 
lik uitgebrei word to t direkte som m e van meer as twee 
ideale.

Stelling 4: Laat S  ’n unitêre uitbreiding van R  wees met 
identiteit e en laat e = e  ̂ + C2 , <?, e R,. Laat a e 5" en 
laat /  'n  ideaal van /?[.y] wees sodat I  n  R = (0). Dan 
is a algebraies oor R  met definiërende ideaal I  in /i[.v] 
as, en slegs as, o f  ai : =  e^a algebraies oo r is met 
definiërende ideaal /, :=  e j  o f a j :=  e20t. algebraies 
oor R 2 is met definiërende ideaal /2 :=  eil- O ok 
/?[a] =  /?,[a,] ©  /?2[«2].

Bewys: Laat I  ( #  (0)) ’n ideaal in /?[.v] wees sodat 
/  n  /Í =  (0) en laat a e S' ’n element wees wat algebraies 
is oor R, w aar S  dieselfde identiteit e as R  het. Neem 
aan I  is die definiërende ideaal van a in /?[.v]. Laat 
voorts/(.v) 6 /e n  stel e = + <?2, ê  e  /?,. D an is e, ’n 
idem potent in R  en is dit die identiteitselem ent van /Í, 
(/ =  1, 2). Stel /(.v) =  J \(x )  -I- / 2 ÍX) w aar /,(.v) =  e, 
f ( .x )  e  /?,M (/ =  1, 2). Elke J](x) is nul o f van graad 
tenm insteeen . W an tas/,(.v ) = c e  R^,c #  0, d a n is f ,  
f ( x )  = e f  = c e I  (om dat =  0). strydig met die 
gegewe I  n  R = (0). V oorts, nie sowel,/'i(x) a s / 2(x) is 
nul nie, w ant j \x ]  #  0 .

As beide /i(.x ) en j^ ix )  nie-nul is, dan
0 =  e j ( a )  =  j](efL) d a a r  ^,.^2 =  0 en e] = e, 
(/ =  1, 2). K laarbiyklik a =  oi, -I- a j w aar a, =  e,a. 
Dus ism p liseer/(a) =  0 da t /,(a ,) =  0 (/ =  1, 2). As 
egter / i ( x )  =  0 vir alle f { x )  e I  (d.i.I £  /?2[-v]) dan  is
a, ;=  êOL transendent oor /?,. W ant a s^ (a i)  =  0 met
0 #  g(.v) 6 /?,[.x], dan is h(x) : =  g(.v) -I- f{ x )  e  /?2[-v], 
’n veelterm nie in /  sodat

h (a )  =  h{cci -I- CÍ2) =  g ( a ,)  -I- / ( a 2) =  0 , 

strydig met ons aannam e.
Ook geld a ,«2 =  0 en rpij =  0, / /  j ,  t, e  /?,. Dus
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/?,[oii] n  =  (0). Dus /?[a] =  R,[oi,] ©  /?,[a,].
V eronderstel, om gekeerd, da t /  c  /?[.v] is gegee 

soos tevore, en dat vir elke /(.v) e /  geld dat 
/ M  = ./'i(.v) +  fii-x )  met 0 #  f \{ x )  e /?,[.v] vir ten 
m inste een w aarde van /, en dat elemente a, en 0Í2 in ’n 
uitbreidingsring S  bestaan sodat / | ( a , )  =  / 2 (0̂ 2 ) = 0 
meti",<x, =  a, (;■ =  1,2). D a n is a :=  o:, +  a2algebrai'es 
oo r R  met definiërende ideaal I  in /?[.v]. W ant 
/ ( a )  =  /(oil +  0Í2 ) = jXe^d. +  (>2«) en dus volg dat 

/(i-ia  +  i>20i) =  e j(ex 'x  +  ^̂2») +  ezRe^a +  ^2«)
=  / . ( a . )  +  Í2ÍOÍ2) =  0 , 

w ant e^e2 = 0 en ej = ê . Let op dat as /  E  /?i[.v], sê, 
dws. / 2(.v) =  0 vir alle f ( x )  e /  en / ( a , )  =  0 w aar 
CiO£, =  a, 6 5', terwyl «2 ( =  t'2a2) transendent is oor 
Ri, dan klaarbiyklik is a : =  a, +  «2 ’n element wat 
algebraies is oor R  sodanig dat / ( a )  =  0 vir alle 
f i x )  e I. K laarbiyklik  is /?[a] =  /Í2W  ©  /?i[a] soos 
tevore.

Beskou nou die geval w aar ’n verdere elem ent 
P e S  geadjungeer w ord aan /?[oí]. U it stelling 4 
volg d a t elem ente /ii en /Í2 bestaan sodat 
y?[a,/y] =  +  Ri[<X2 ,lh ]  m et/y =  /y, +  /Í2, /y,
=  e fi (i = I, 2). As /?,[«!, /y,] en /?2[a2, P2] primitiewe 

elemente y, en 72 oo r Ri en R 2 respektiewelik het, dan 
klaarbiyklik is y :=  y, +  ^2 ’n primitiewe element van 
/?[oí, [i] oor R.

Voorheelcle: Beskou die d irek te  som R = Zf, = 
Rx ©  /?2 w aar /?, s  Z 3 en R 2 ~  Z 2. R\ het die ele

m ente 0, 2, 4 en R 2 het die elemente 0, 3.
1. Laat die definiërende ideaal /  van a  voortgebring 

w ord deur 1 +  1 .x  +  5 en die definiërende 
ideaal van ft deur 1 ..v'* +  1 +  5 in ZJ.v]. 
Splits f ( x )  :=  1 +  1 .a; +  5 in /,( .v ) : =  
A.x^  +  4.,x +  2 e /?,[.x] en j^ ix )  : =  
7>.x  ̂ +  3..V +  3 6 /?2[-v]. Vir g(x) : =
1..v^ +  \ .x ^  +  5 kry ons g,(.v) : =
4..v^ + A.x^ +  2 e /?,[x] en g ,(x ) : =
3..v^ +  3.x^ +  3 e  /Í 2 M - D ie veelterm e /\{x)  en 
gi(x) is onherleibaar in /?,[x] terwyl / 2 (x) en ^,(.x) 
onherleibaar is in /ÍjM . g(.v) definieer p.

Pas ons stelling 4 toe op /?, ©  /?2 =  Zg, volg uit 
Van der W aerden (1950) §40 d a t /?,] en

/ y  prim itiewe elemente >>, en 2̂ respektiewelik 
het. D us is y : =  7, +  72 ’n primitiewe element van 

p\ oor Zft.
2. Neem die definiërende ideaal van a in Z ^x ]  weer as 

/  =  ( \ .x ^  +  1..V +  5), m aar die definiërende ide
aal van /y as y  =  (3.x^ +  3..x 3) £  Z ^x], Die 
veelterm 3x^ +  3x +  3 is onherleibaar in /?2[-v].

Die element a, =  ( =  3a) is algebraies oor /Í,, 
m aar ji =  e^fi is transenden t oo r /?, aangesien 
J  c  /?,[.v]. Terwyl d aar 'n  primitiewe elem ent vir 
R 2 [oí2 , P2 ] oor /?2 bestaan in hierdie geval, is d aar nie 
so 'n  element vir /í,[ot,, //,] oor /Í, nie. Die rede hier- 
voor is da t /?i[a,, /y,] ’n transendente uitbreiding van 
die liggaam /?i[a,] is en as d aar ’n algebraiese prim i
tiewe elem ent vir /íi[a ,, /y,] oo r /?, sou bestaan dan 
sou alle elemente van /?,[a,, /y,] algebraies oo r /?, 
wees,'* terwyl as die primitiewe element transendent 
is, dan sal alle elemente van /?,[o:,, /y,], nie in /?, nie, 
transendent wees oor
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