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Navorsings- en oorsigcirtike/s

Absoluut sommerende vermenigvuldigers en die Dvoretzky-Rogers- 
stelling
J. H. F’ouric
D eparlem cnt W iskiinde en Toegepastc W iskundc. Polchefstroom se Universiteil vir Christelike H oër Onderwys, Pol- 
chefstroom  2520
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L U I R K K S K I .

Die ruimtc M ( E )  von ahsohmt sommerende vermenigvuldigers van 'n Bunaeh-ruimte E word ondersoek. Voorheelde van 
Banaeh-ruimtes E  waarvoor M ( E )  'n V’-ruimte van ahsohiut p-sommeerhare skalaarrye is, word gegee. In hierdie 
karakteriserings van M ( E )  speeldie hekende D voretzky-Rogers-slelling 'n belangrike rol. ’/? "Alternatiewe" vorm van Ig. 
helangrike slelling word ook hespreek.

A B S T R A C T

A bsolu tely sum ming m ultipliers unci the D vore tzky-R ogers  theorem

The space M ( E) of absolutely summing multipliers o f  a Banaeh space E  is considered. For some special types o fBanach  
spaces E  it turns out that M ( E) can he characterized as an [’’-space o f  absolutely summable scalar sequences. We provide 
some important examples o f  Banach spaces fo r  which the ('’-characterizations o f  M ( E )  hold true. The well known 
Dvoretzky-Rogers theorem plays an important role in these characterizations. An “alternative" version o f  the last men­
tioned theorem is discus.sed.

1. IN LEID IN G
Die “ absoluut som m eerbare” rye in Banach-ruim tes 
(d.i. rye (,v,) so dat || ,y, || <  co) speel 'n  belang­
rike ro! in verskeie aspekte van die teorie van Banach- 
ruimtes. So bv. is dit ’n baie bekende feit da t 'n genor- 
meerde lineêre ruim te E  ’n B anach-ruim te is as en slegs 
as elke absoluut som m eerbare ry in E  ook sommeer- 
b aar in E  is. As n enige perm utasie van die natuurlike 
getalle is, dan is die reeks || .v, || konvergent as en 
slegs as S ,^ | |1 .x,,,, || konvergent is. In ’n Banach-ruim - 
te £  is I / .  I II .v„„) II dus konvergent vir elke absoluut 
konvergente reeks in E  en vir elke perm utasie n
van die natuurlike getalle -  d.i. elke absoluut konver­
gente reeks in 'n B anach-ruim te is onvoorw aardelik  
konvergent.

Dit is natuurlik  ook bekend dat ’n ry van skalare 
absoluut konvergent is as en slegs as dit onvoorw aar­
delik konvergent is. H ierdie feit, asook die feit dat 
koordinaatsgew yse konvergensie en norm konvergen- 
sie in eindig-dim ensionele ruim tes saam val, lei to t die 
belangrike gevolgtrekking da t onvoorw aardelik  kon ­
vergente reekse in eindig-dimensionele ruim tes ook ab ­
soluut konvergent is. In oneindig-dim ensionele Ba- 
nach-ruim tes is die situasie egter baie anders. 
Voorbeelde van onvoorw aardelik  konvergente reekse 
in die belangrike (bekende) oneindig-dim ensionele Ba­
nach-ruim tes wat nie absoluut konvergent is nie, het 
die verm oede laat on tstaan  dat d aar dalk in elke onein­

dig-dim ensionele B anach-ruim te onvoorw aardelik  
konvergente reekse is w at nie abso luut konvergent is 
nie. In 1950 het A. D voretzky en C. A. Rogers^ hierdie 
verm oede bevestig met die bewys van die volgende 
stelling;

ST E L L IN G  (D v o re tzk y -R cx ïe rs). A s elke onvoor­
waardelik konvergente reeks in 'n Banach-ruimte E  ab­
soluut konvergent is, dan is Eeindig-dimensioneel. M eer 
spesifiek, as E  'n oneindig-dimensionele Banach ruimte 
is, dan bestaan daar vir elke ry a e ’n onvoorwaarde­
lik sommeerbare ry x  in E  so dat jâ j =  ||.v,|| vir alle i.

'n  Ry (.V,) in 'n  B anach-ruim te E w ord swak absoluut 
som m eerbaar genoem as Z* , j <.v„ a> j <  oo vir elke 
a in die kontinue duaal E' van E. Elke onvoorw aarde­
lik konvergente reeks is ook swak abso luut konver­
gent. Die om gekeerde van hierdie bewering is in die 
algemeen nie geldig nie, m aar dit is egter tog w aar vir 
'n groot klas van Banach-ruim tes. Die volgende be­
langrike stelling volg uit resu lta te  van Bessaga en 
Pelczynski' -  'n  bewys daarvan  kan ook in Diestel^ (bl. 
45) gevind word.

ST E L L IN G  (B essag a -P e lczy n sk i') . Laat E  'n Ba- 
nach-ruimte wees, ’n Nodige en voldoende voorwaarde 
vir elke swak absoluut konvergente reeks in E  am on­
voorwaardelik konvergent te wees, is dat E  geen deel-
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ruimle nioel he wat topolof^ies isoniorj cum die niinilc c,, 
van skakuir-nulrye is nie.

Laat E  ’n B anach-ruim te wees en laat S(E) die vek- 
torru im te (t.o.v. koordinaatbew erkings) van alle rye in 
E  wees. Ons beskou die volgende iineêre deelruiniies 
van S{E):

(I) =  )X: = (,v,) 6 A 'absoluut sommeer-
baar is}

Dit is 'n B anach-ruim te met die norm:

( 2 )  P { £ | :  =  { A - e  .S’( £ ) :  ^  [| ,v,

1= I
\ < p < Xi

Dit is 'n Banacii-ruim te met die norm:
1

II A- II.,.,: =  (X,^, II ,v, II")".

(3) ((£ ): =  ! A e S(£): A swak absoluiit som m eerbaar 
is}

Dit is ’n Banacii-ruim te m .b.t. die norm:
r.

II A II,: =  s u p l^  I <.v„ a} I :|| Í/ II <  1 (.
1= \

(4) V'{E): =  {A e S{E):

<.v„ Cl) I'' <  xV « e E' [.z
I <  /> <  X

Dit is ’n B anach-ruim te met die norm:

=  sup <.v„ i/> I")'’: II Í/ II <

Dit blyk duidelik uit die definisies dat ( 1E] 'n lineere 
deeiruim te van (’(£,') is en dat die topoiogie wat deur die 
norm | | . ||, op ( | E\ geïnduseer word sw akker is as die 
norm topologie van ({£}. Uit die D voretzky-Rogers- 
steliing en die opm erkings hierbo volg dat 
i \ E \  = i{E)  (algebra'ies) as en slegs as E  eindig-di- 
mensionee! is.

D E F IN IS IE  (Ab.s<)i,uut /;-sommkrkm)K o p k ra to rk ) . 
'n O perator r  E  -► E wordahsohait p-somnicrcnd i>e- 
noeni as (T.v,) e ( '’{F} vir alle a s  f ''(£)• /ív /’ =  K 
noeni ons die operator ahsolinil soninierend.

Dit is duidelik dat die identiteitsafbeelding op 'n Ba­
nach-ruim te absoluut som m erend is as en slegs as E  
eindig-dimensioneel is.

2. ABSO LUUT SO M M ER EN D E VERMENIG  
VULDIGERS

2.1 D E FIN ISIE . Laat M(E)  die versameling van alle

skalaarrre  a itw.v sodanig dat (a,.v,) 6 ( { f l  vir alle 
A E ( (E). Ons noeni die eleniente van M{E)  die absoluut 
sonvnerende vernienigvuldigers van E.

M(E)  is ’n voliedige genorm eerde ruim te oo r die 
skalareliggaam  van E. met norm  [j a |j m (.
: =  sup! ||(a,v,.)||„ : ||a|L <  1 !.

Laat A’' die K othe-duaal (ook genoem die a-duaai) 
van 'n skalaar ryruim te A aandui. d.i. A’' is die versa- 
meling van alle (kom plekse) skalaarrye n  scS dat 

I I I <  X  vir elke keuse van l i e  A.
As j A e M ( E f ‘ en x e i ( E ) .  dan volg 

^,= 1 l/',lli-'',ll <  ‘X uit die leit dat (ll.v,||) e M( E) \  Dit 
geld vir alle a  e ((/i), sodat y e M(E).  Dus lei ons af 
dat ;V/{£) =  M {E V \  d.i. M(E)  is 'n sg. perfekte ry- 
niinite. O m dat die ruim te C van alle absoluut som- 
m eerbare skalaarrye simmetries is. d.i. e ( ‘ as en 
slegs as (o(,) e ( ' vir elke perm utasie tt van die natuurli- 
ke getalle, volg dat die ruim tes ((£ )  en ( {£} simmetries 
is. Gevolglik is M{E)  ook ’n simmetriese ryruimte. Dit 
blyk v e rd erd a t die projeksies P,{^) = y., van M{E)  op 
die skalaarliggaam  K  van £  kontinu is, want: |a,| =  
|a,||!A[| <  llajln, I virelke A e £ m e t IIaII =  M le to p d a t
11(0,0.....0,x,0,...)||, =  1 in hierdie geval). Dus is M(E)
'n sg. BK-ruinite.

Gestel £  is 'n eindig-dimensionele Banach-ruim te. 
Uit die opm erkings van die vorige parag raaf blyk dit 
duidelik dat M(E)  die ruim le ( ' van begrensde ska­
laarrye is. As £ e g te r  oneindig-dim ensioneel is, lei ons 
vervolgens a f  dat M (£) 'n deeiruim te van die rum ite ( ’ 
van kw adraties absoluut som m eerbare skalaarrye is.

2 .2  ST E L L IN G . lAUit E  'n oneindig-diniensionele Ba- 
naeh-ruinite wees. Die volgende vektordeelruinite-inslui- 
tings is geldig: ( ' c  ,V/(£) cr (-.

BEWYS: ( ' is duidelik 'n vektordeclruim te van A/(£), 
Laat a e A/(£) en gestel dat ( i e i - .  Volgens die Dvo- 
retzky-R ogers-stclling bestaan a  e ((£ )  so dat 
I/i,I =  j | . v , | |  vir alle /. Dit is duidelik dal (a,.v,) e ( j £ l ,  

sodat S/^i |a,/y,| <  x  volg. Die keuse van ( i e  I- was 
willekeurig, sodat a e {PY = ( -. ■

Die genoem dc eienskappe van A/(£) laat onwille- 
keurig die volgende vraag ontstaan: "Is ,V/(£) (o fw an- 
neer is .V/(£)) iso m o rfaan  "n ('’-ruim le (d.i. 'n ruim te 
van /)-absoluut som m eerbare skalaarrye)?" Ons ver- 
skaf hieronder 'n bewys dat dit w aar is vir die geval as 
£  =  f'', met \ < p < 2. Die bewys bcrus op die vol­
gende bekende resultate (van G rothendieck en Lin- 
denslrauss & Pelczynski, onderskeidelik) uit die teorie 
van begrensde lineere operalore:

2 .3  ST E L L IN G  (.Iarchow *, p . 4 2 7 ) .  Die ruimte 1(E) is 
isometrics isom orfaan die Banach-ruimte L(Ci), E) van 
begrensde lineere operalore met die operatornorm. Die 
isonietrie word gedefinieer dear x  -> met 
7’,(a) =  I ,'!  I a,.v,. In die besonder volg dit duidelik hier- 
uit dat:

/

I Ia ' I I ,  =  l l ^ v l l  =  s u p l l l  V / v V i l l  : r e  i ’„. s u p  |y,| <  1 }.

I -  I
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2.4 S T E L L IN G  (L in d h n strau .ss  & Phlczynski-"'). 
Lcuil I < p < 2.

: =  { r e  Uco, ("): ^  \\Tx^\\- < x  vir alle \  e P(c„)\

en
n . m  < K J T \ \  vir allc T e  L(r„.

waarhv tí2 die nonn op die ruimie van ahsolinit 2-somnie- 
rende opcratore en A',, die iiiiiversele Grothendieck-kou- 
stante aandui.

2.5 ST E LLIN G . Laat \ < p < 2. M(V')  =  trou- 
ens hierdie ruimles is ook topologies isomorf.
BEWYS: Laal die ry i /m e t//, =  O as/ ^  /'en//, =  I 
wees. Dit blyk duidelik ait (2.3) en (2.4) da l 7\ 
£ 7i2(<o,l'’) vir elke a' e ( (I '’). M .a.w. vir elke sodanige 

A' kan ons atlei dal:
, /

/- I /--I

X

<  712(7’̂ -  sup l^K .v ,., i/>|- ; ||i/|| <  1}
i =  1

<  (A:,,)-(sup l|.v,||)(||A-||J-’

<  C O .

Dus A e F i P I  en |1. IL,., <  K^, H . ||, op ((P ) . D it is 
ook in die besonder duidelik dal I / '  , |a,|||.v,|l <  gc vir 
elke keuse van a  e f ( f '’) en a e P , d.i. dal c  M (V ’). 
Die om gekeerde insluiling is ook w aar volgens (2.2). 
Aangesien beide die ruim les f ’ en M (( '’) fiA-ruim les is. 
volg uil 'n bekende resullaal van Zeller'’ vir FA'-ruimles 
(nl. dat 'n ryruim le hoogstens een FA-topologie kan 
hê) dal hulle ook lopologies isom orf moel wees. ■  

Deur ontleding van die bewys van (2.5) is dil duide­
lik dal die verband f(f '') c  vir 1 <  /; < 2  baie 
belangrik is vir die bewys van M{C') =  Ĉ . Alhoewel 
ons bewys van (2.5) slerk steun op resullate uil die 
operalorteorie en meer in die besonder op die karakte- 
risering van begrensde lineêre operalore  van Co na f '’, 
hel ons laler onldek dat hierdie stelling maklik uitge- 
brei kan word d.m.v. bestaande resullate in die litera- 
tuur. Dil is nl. so dat die insluiling ((f '')  c  F { f '’ Jhier- 
bo 'n spesiale geval van die sg. "O rlicz-eienskap” is 
(sien bv. Dieslel.^ bl. 188);

2.6 D E F IN IS IE . 'n Banach-ruimle E  liet die Orliez- 
eienskcip as

t < 00

vir elke onvoorwaardelik konvergente reeks I,* , .y , in E.

2.7 ST E L L IN G . Laat E  'n oneindig-dinwnsionele Ba- 
nach-ruimte wees. As E die  Orticz-eienskap liet (in welke 
geval dit nie 'n deelruimie isom orf aan Cq het nie), dan is 
M(E)  topologies isom orf aan

BEWYS: Elke A e ((E)  is onvoorw aardelik  sommeer- 
baar volgens die Bessaga-Pelczynski-slelling van para- 
g raaf I . M .a.w. volgens ons aannam e is f(£ )  c  PiZT}. 
met die gevolg dal I /  , |a,||l.v,|l <  oo vir alle a  e ((E)  
en a e f-. D us (- c  M(E) .  U il (2.2) volg dat 
M(E)  = P ; om dal beide hierdie ruim tes BK-ruim tes 
is. is hulle ook lopologies isomorf. ■

2.8 D E FIN ISIE . ’// Banach-ruimte E  word van kotipe 2 
genoeni as daar 'n konstante M  < oj hestaan so dat:

n n

J II ^  ^  1'
(=1 /=1

vir elke eindige versameling {.v, , in E.

Hier is (/■,) die ry van Rademacher-fimksies, d.i.

'•, = I
as t e  [O.i)/ 1

rÁt)  = as t e  Q. I];

f  I as t £ [O.i) en as t e  Q, |)
^  \ - l  as t e  [i. i) en as / e [|. I]

en.wvoorts.

OPM ERKINGS
(1) Banach-ruim les van kotipe 2 hel die Orlicz-eien- 

skap. 'Volgens 'n bekende resullaal van B. M aury 
(Diestel,- bl. 188) hel 'n  Banach-rooster kotipe 2 as 
en slegs as dil die O rlicz-eienskap hel —  dit is egler 
nie bekend o f elke Banach-ruim le met die Orlicz- 
eienskap van kotipe 2 is nie. D aar bestaan baie 
voorbeelde van B anach-ruim les van kotipe 2. 
w aarvan enkele bekendes die ruim tes L,,(/<) vir 
I <  /) <  2 (L indenstrauss en Tzafriri,* bl. 73), die 
H ilbertruim tes. die duaal J' van die Jam es-ruim te, 
die duaal van enige C*-algebra en die Schatten von 
N eum ann-klasse C,, vir I < p < 2 is(sien DiesteF 
en Jarchow* vir die definisies van hierdie ruimtes).

(2) In stelling 2.7 impliseer ons aannam es da t E  nie 'n 
kopie van c'o insluil nie. Vervolgens karakteriseer 
ons M(E)  vir ruim tes wat wel deelruim tes isom orf 
aan í q het: Dit is duidelik da t |a,| =

lajlllc-,!! <  00 vir elke ^ e M ( c o ) ,  om dat 
(t',) e í ‘(í’o)-Dus ^ (i'o ) =  ( D it is ook m aklik om 
na le gaan dat M(F)  c  M(E)  as E  isom orf aan  ’n 
deelruim ie van F is.G evo lg lik  is A/(£) =  { 'v ir  alle 
E  wat 'n  kopie van Cq insluil.

(3) Laat I <  ^ <  2. Dit blyk uil die bewyse van (2.5) 
en (2.7) da t M(E)  =  f'' sou geld vir alle oneindig- 
dim ensionele Banach-ruim les E  wat die volgende 
eise bevredig:

(i) Vir elke a e (met 1) bestaan daar
P

'n  A £ ((£ )  so dat |l.v,|| =  |a,| vir alle i; en
(ii) i (£ )  c  {'’{£}.

Die eienskap (ii) word bv. bevredig deur Banach- 
ruim les van kotipe p  (met p > 2). Eienskap (I) word 
bv. bevredig deur E  = P .  w at ook ’n B anach-ruim te
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van kotipe p  is. Ons kan dus stelling 2.5 iiitbrei tot:

2.9 ST E L L IN G . M (['’) is topologies isom orf cuiu C' vir

2 <  /? <  00 — +  — =  I .
P <■!

Die eienskap (ii) in opm erking 3 liierbo is egter nie 
m oontlik vir p < 1 nie, w ant as dit w aar was dan sou
I,^Li |3<,lli.v,|l <  oc vir alie a e f '  en a- e HE),  sodat (" 

c  M(E)  cr f 2 sou volg! As E  nie 'n kopie van t o in- 
sluit nie, dan is hierdie 'n bewys dal d aar vir eike
I < p < 2 'n onvoorw aardeiik  som m ecrbare ry in E  
hestaan wat nie ahsohmt />-sommeerbaar is nie.

3. N “ A LTER N A TIEW E” V O RM  VAN DIE I)VO- 
R ETZK Y -R O C ER S-STELl.IN C ;

In die poging om M(E)  as 'n ( '’-ruim te vir meer algeme- 
ne Banacii-ruim tes E  te karakteriseer. kom die voigen- 
de vrae na vore:
(1) Bestaan d aa r oneindig-dim ensioneie Banach- 

ruim tes E  sodanig dat die gesiole eenheidsbol van 
f{ £ | dig is in die geslote eenheidsbol van [(E)"!

(2) Bestaan d aa r oneindig-dim ensioneie Banach- 
ruim tes (A",!! . | |,) en ( K,|l . H,) so dat X  'n egte deei- 
ruim te van Y  is en |j.v||2 <  ||-vili vir alle ,v 6 X, ter- 
wyl die geslote eenheidsbol van X  tog | | . II2 -dig in 
die geslote eenheidsbol van Y is?

Vervolgens bewys ons dat die antw oord op die eer- 
ste vraag beslis negatief is en gee daarm ee 'n nie-trivia- 
le voorbeeld van ruim tes Y  =  i (E)  en X  =  ( | £ |  so 
dat die eienskappe in die tweede vraag bevredig word, 
terwy! die geslote eenheidsbol van X  nie dig in die ge­
slote eenheidsbol van Y  kan wees nie. Die volledige 
antw oord op die tweede vraag is egter vir ons onbe- 
kend.

3.1 LEM M A . Lciut E  ’n Banacli-riiinile trw^v, sodanig 
dat die geslote eenheidsbol van ({E\  dig is in die geslote 
eenheidsbol van i{E).  Dan definieer die verhand 
<A', a )  ; =  I <.Y„ a,> 'n hegrensde lineerefiinksionaal 
op [(E) met norm < /  vir elke ry a in die geslote een­
heidsbol van E '.

BEWYS: Laat a' e ((E)  met ||Aj|, <  1. Gestel a„ ^  a' 
in die topologie van f(£ ), met ||a„||„ <  1 vir alle n en 
met A„ =  (.v,J,. Dan volg vir elke k = 1,2 ... dal
*■ k

^ i . v , „ l l ) < l
7 ^  7 ~ r  '1 r

^ |< .v „  a , ) l  =  lim„^|<,v,„, </,>1 <  s u p „ ( ^ l j A

M  / - 1

Dus is w £ ( (£ ) ' met norm  <  1.

3.2 S T E L L IN G . /Is E die voorwaardes van lemma  
(3 . 11 hevredig, dan is ( | / : |  =  ((/;).

BEWYS: Die voorw aardes w aaraan E  voldoen verse- 
ker dat ( | £ |  dig is in ( (£). Gestel a  e (1 £ |  so dat ||a|í,

<  1 en dat a„ ->• a  in die topologie van [(E).  w aar 
ilA„il„ <  1. Vir í5 >  0 bestaan d aa r a„ e E'  met

lk/„ll <  1 en ||.v„|| <  I I +  Uit (3.1) volg

dat (/),): =  ((sgn <.v,, a,>)i/,) e [(E)' .  Dit lei tot

< i |<.v„ a,>| -t- ()■

<  sup, 4 - f)' <  1 -I- ().

O m dat ()' >  0 willekeurig gekies was, lei ons at’ dat 
||A|j„ <  1. Die topologieë van ( I £ ! en ((£ )  is gevolglik 
ekwivalent op ( j f l .  M aar Ig. ruim te is dig in ((£ ), 
sodat die ruim tes moot saamval. ■

Dit blyk nou duidelik dat (3.2) tesame met die Dvo- 
retzky-Rogers-stelling ons vraag 1 hierbo negatief be- 
antw oord. O ns het nl. die volgende variasie op die 
Dvoretzky-Rogers-stelling:

3.3 G E V O L G T R E K K IN G . Laat E  n Banach-ruimte 
irt'c'.v. ,4s die geslote eenheidsbol van ( | £ |  dig is in die 
geslote eenheidsbol van [(E) dan is E eindig-tlimensio- 
nele ruimte.
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