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UITÏRKKSEL

Die loenaine in die gehruik van drywingsheheerstelsels, wat die helading- en opwekfunksies van drywing in 'n stelsel 
vervorni, ten opsigte van 'n eenvoudige sinusodaal, hel die aanvaarhaarheid van Iniidige drywingsdepnisie.s hevraagteken. 
Die wi.skundige voorstelling van drywing deur middel van die kwaternioonteorie word ondersoek am 'n algemene definisie 
van drywing daar te stel, vir ,'itelsels waar die opwek- en heladingsfunksies nie eenvoudige sinusvormige verlope hesit nie. 
Die algemene heskrywing van drywing word aan die hand van tipiese elektriese slelsels geiUustreer, maar word voorgestel 
in die algemene analise van alle ander drywingstelsels, lietsy meganies, termies o f  chemies. Drywing word verdeel in 
komponente wat die netwerk heskryfaan  die hand van energie-oordrag en is onderling ortogonaal. Die kwaternioonteorie 
hesit ortogonale eienskappe wat, uitgaande vanaf die Cauchy-Schwarz-ongelykheid, die heladingsfunksie op die opwek- 
funksie beskry f om sodoende drywing in drie dimensies voor te stel.

ABSTRACT

Orthogonal representation o f  power with the aid o f  quaternions

The increased use o f  power control equiptnent resulted in the distortion o f  the excitation and response functions in power 
systems fro m  .simple sinusoids. These system s resulted in discrepancies in the general definition o f  power. This distortion 
has a negative effect on the accurate definition and repre.sentation o f  power in a contaminated power system. The m athe­
matical representation o f  power with the aid o f the theory o f  quaternions in vector calculus is investigated to obtain a 
generalized definition o f  power in all power systems, especially in power system s where the excitation and response 
functions show non-sinusoidal characteristics. The general description o f  power is illustrated with the aid o f  electrical 
power systems, hut is however proposed to he beneficial in all power systems, being mechanical, thermal or chemical. 
Power is divided into different orthogonal components which describes the energy transfer through a system. The quaterni­
on theory has orthogonal properties which can be u.sed together with the Cauchy-Schwarz inequality to describe the power 
components using the excitation and respective respon.ie functions.

*Outeur aan wie korrespondensie gerig kan word.
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IN LEID IN G
Oneffektiewe benutting van die in frastruk tuur om dry- 
wing van een punt in 'n  stelsel na ’n ander oor te dra, is 
lank reeds bekend.^*’ Dit is egter tans steeds ’n pro- 
bleem om die drywingsvloei te analiseer en verder vir 
die oneffektiewe benutting te kom penseer, w anneer 
die verlope van die opwek- en responsiefunksies nie 
deur eenvoudige periodiese en sinusvorm ige funksies 
beskryf kan word nie.^‘‘-̂  In drywingstelsels, veral in 
elektriese drywingstelsels, word vanaf die begin van 
die eeu fasors van die opwek- en responsiefunksies ge- 
bruik om drywingsvloei te beskryf. Die voordele van 
die fasorteorie is legio. Die teorie is oo r die algemeen 
eenvoudig en is m aklik bru ikbaar om drywingsvloei te 
bereken, aangesien die tydfunksies van die opwek- en 
responsiefunksies beskryf word in terme van slegs ’n 
grootte en ’n fasehoek. Die voorw aarde geld natuurlik 
dat sowel die opwek- as responsiefunksies sinusvorm i­
ge tydsverlope m oet besit, wat fundam entele beper- 
king in die gebruik van dié teorie in algemene dryw ing­
stelsels impliseer.

D eur gebruik te m aak van die fasorteorie, ontwikkel 
deur Steinm etz, w ord alle sinusvorm ige seine deur 
middel van Euler se reël getransform eer na die ekspo- 
nensiële voorstelling in ’n reele kom penent en ’n imagi- 
nêre kom ponent:

R =  R e''  ̂ =  R .cos cp +  j R.sin <p =  R/(p° ( 1)

D it is duidelik dat bogenoem de fasorbeskrywing inte- 
ressant genoeg die som van ’n reele getal en ’n imaginê- 
re getal is, o f  w iskundig die som van ’n skalaar R.cos cp 
en ’n vektor J R.sin cp met j ’n translasie deur 90° 
a  =  /90!).

W ISK U N D IG E  V O O R S T E L L IN G  VAN S IN U S ­
V O R M IG E  SPA N N IN G S EN ST R O M E

In die voorstelling van drywingsvloei deur ’n elektriese 
netwerk word gewoonlik van die fasorvoorstelling van 
die spanning en stroom  gebruik gem aak. ’n Effektiewe 
waarde en fasehoek word gebruik om die golfvorm s 
tydinvariant te beskryf. Soos hierbo aangetoon, lewer 
die fasoranalise egter problem e in nie-lineêre en tyds- 
afhanklike sisteme w aar aperiodiese en nie-sinusvor- 
mige golfvorm s vir stroom  en spanning voorkom .

M et spanning as die verwysing, is die fasorvoorstel­
ling van spanning en stroom

U =  U,iTe'“' I =

=  =  I , , / 0 “ ( 2 )

w aar Uj.n- en 1̂.,̂  die effektiewe waardes van die fasors U 
en I is, en 0  die fasehoek tussen U en I verteenwoordig. 
Die kom plekse drywing S word dan gegee deur

S =  U I* =  P +  j Q (j =  V -  I ) (3)

P =  Icn- cos 0  en Q =  l,,r sin 0  (4)

P staan bekend as die aktiewe drywing, terwyl Q as die

reaktiewe o f fiktiewe drywing bekend staan. Om die 
verskillende dryw ingskom ponente, asook die ortogo- 
naliteit tussen die kom ponente te toon, kan ’n mens 
van kw aternione' gebruik m aak.

K EN M ERK E VAN K W A TERN IO N E
'n K w aternioon ' q =  (a, b, c, d), word gedefinieer as 
die som van ’n skalaar en ’n vektor met 
q =  ai +  bj -t- ck +  d (5)
w aar a, b, c, d reele getalle is in ’n bepaalde volgorde, 
en I, i, j, k kw aterniooneenhede' is.
I =  (1,0,0,0); i =  (0,1,0,0); j =  (0,0,1,0); 
k =  (0 ,0 ,0 ,1) (6)

Vermenigvuldiging gehoorsaam  die volgende reels;

j2 =  j2 =  k^ =  -  I ; ij =  k =  -ji; jk  =  i =  -kj; 
ki =  j =  -ik (7)

Verder w ord ’n vektordeel V(q), ’n skalaardeel S(q), ’n 
norm  N(q), resiproke q ' en gekonjugeerde q* van 
kw aternioon gedefinieer;

V(q) =  Vq =  ai -I- bj -f- ck; S(q) =  Sq =  d (8) 
sodat q =  Vq +  Sq en q* =  -Vq -I- Sq (9)
N(q)^ =  qq* =  a^-fb2 +  c  ̂+  d^ en q ' =  q*/N(q) (10)

Die produk q.q ' van twee kw aternione kan geskryf 
word as

q.q ' =  dd> -  a a ' -  bb ' -  cc' d (a 'i -h b 'j +  c 'k )
+  d '(a i-l-b j +  ck)

a l b ' C 

=  Sq Sq' +  Sq Vq' +  Sq' Vq -f Vq Vq' ( 11)

V O O R ST E L L IN G  VAN DRYW ING D.M .V. 
K W A TERN IO N E
N om inaal kan ’n spanning en ’n stroom  as kw aternio­
ne geskryf word

Uq =  U, +  U, i +  U J  +  U , k 
Iq =  1, -I- I, i -I- Ij j -I- Ik k ( 12)

O or die algemeen sal 'n  sinusvorm ige spanning en 
stroom  oor 'n periode twee kom ponente (en nie vier 
nie) besit, gegewe dat die gemiddelde w aarde nul is. 
Die gemiddelde w aardes word as U, en I, assosieer, 
terwyl die spanning- en stroom vektor uit slegs twee 
kom ponente bestaan, U|; I; en Uj; 1̂ . So kan dan ana- 
loog aan die fasorvoorstelling, die kw aternioondry- 
wing definieer word as 
Sq =  U qlq*
Sq =  (U| i -I- U jj)(-l,i — Ijj) w aar die ander kom po­
nente nul is.
M et die fasorvoorstelling neem ons die gemiddelde 
drywing oor een periode. om 'n ekwivalente vergelyk 
te tre f tussen die twee voorstellings (fasor en 
kw aternioon).
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S =  (U,l, +  Ujl,) +  (Ujli -  U.Ij) k 
o f meer algemcen:

S =  P +  Di i +  Di j +  D , k ;i3)

Die aktiewe drywing is U,lj +  Ujlj, terwyl slegs een 
under kom ponent 0;  ̂ die reaktiew e kom ponenl 
voorstel.

S =  P +  Qk =  U .l +  U X I
=  cos 0  +  k sin 0 (14)

w aar U en I nou die spanning en stroom  as vektore 
voorstel en 0  die fasehoek lussen U en I is.

In meer komplekse golfvorm s w aar die stroom  en 
spanning nie eenvoudige sinusverlope besit nie, sou die 
kw aternioondryw ing uit meer kom ponente bestaan 
het. Die verdere doel is om te toon dat die kom ponente 
ortogonaai is. Uit die detinisie van ’n kw aternioon 
voig dat:

gedeelte (skalaar) word nie getoon nie, aangesien dit 
slegs die G S-w aarde verteenw oordig en nie ’n aandui- 
ding van rigting gee nie. Die onderlinge hoeke word 
aangetoon in die figuur.
As die kw aternioondryw ing Sq =  U qlq* in kom po- 
nentvorm  geskryf word, word die volgende uitdruk- 
king verkry soos getoon in bogenoem de figuur.
Sq =  Uq.Iq*

Sq =  lJ|l, + Ulcos û j.cos Pij.cos u,.cos Pi + UI cos p̂j.sin û i.cos (ij.sin u,
+ UI sin (iy.sin p, + ( IJJ cos u,.cos (3, + I, U cos â ,.cos

IJl cos liy.sin Uy.sin p, + U1 sin P̂ .cos p,,sin u,)! + ( U, I sin u,.cos p, 
f 1, U sin û .cos p̂, + IJl sin P,.cos p̂ ,.cos Ul sin p̂ .cos p,.cos u,)J
+ ( - IJ, I sin P, + li U sin p̂  Ul cos p,.cos p̂ .cos û .sin Uj
+ Ul cos p̂ j.cos pj.cos Qj-sin «u)k (17)

Die kw aternioon q =  a +  ib +  jc +  dk kan een- 
tot-een afgebeeld word op:

N(Sq)2 =  P^ +  D,2 +  D /  + (15) A(q) =

wat impliseer dat die kom ponente wel ortogonale eien- 
skappe besit.

Beskou die volgende voorstelling van die kwaterni- 
oonkom ponente van stroom  en spanning. Neem die 
effektiewe waardes as U en I van die vektorgedeeltes 
van Uq en Iq.

Uq =  U, +  U.cos a„.cos P̂ , i +  U.sin a^,.eos PJ 
+  U.sin p„ k
lq =  1, +  l.cos a,.cos P, i +  l.sin u,.cos PJ +  I.sin P; k( 16)

Figuur 1 toon die vektorkom ponente van bostaande 
kw aternioonvoorstellings. Die spanning en -stroom  
word aangedui as drie dim ensionele vektore. Die reële

a -I- bi. c -f- di
— c -t- di, a — bi 

(Let op dat i =  v -  I ) (18)

Hierdie voorstelling mag die gebruik van ’n kw aterni­
oon as 'n  assosiasie met twee kom plekse getalle aan- 
vaarbaarder m aak. N ou geld

A(q,q2) =  A(q,) Aiqj), ens. (19)

VOORBEELDE MET VERSKILLENDE  
STROM E EN SPANNING S

N ou word bogenoem de kw aterioonteorie ondersoek 
vir voorbeelde w aar die stroom  en spanning beskryf 
kan word as periodiese funksies met Fourieruitbrei- 
dings.
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Voorheeld 1
’n Spanning en stroom  met sinusvormige verlope kan 
soos volg geskryf word:
Uq =  U cos a,, i +  U sin a„ j
Iq =  I cos tt| i +  I sin Oj j (20)

As Sq =  U qlq* evalueer word, word die volgende
verkry:
met a„ =  0.
Sq =  UI cos 0 | — UI sin Oj k =  P +  Q k (21) 
w at klop met die bekende kom plekse voorsteliing van 
drywing.

Voorheeld 2
Neem die spanning as sinusvorm ig en die stroom  as ’n 
sinus van dieselfde frekwensie as die spanning met ’n 
derde bofrekwensie. 
u(t) =  ^ 2 .U  cos cot
i(t) =  ^2 .1 , cos (c o t-a ,)  +  ^ 2.13 cos (3w t-a3)(22)

I =  V d i +  H)
Uq =  U i
Iq =  (I cos Pi-cos tti)i +

(I cos Pi.sin a jj  +  (1 sin P;)k 
Sq =  UI cos P|.cos tt| +  UI sin Í3J

— UI cos P|.sin a;k
m e t  c o s  pj =  I , / I ;  s in  P| =  I3/ I  e n  a , =  a ,  is 

P  =  U I ,  c o s  a ,  [W ]; Q  =  U I ,  s in  a ,  [V A ];
D =  UI3 [VA] met cos^ P, +  sin^ P, =  1 (23)

Bogenoemde voorbeeld toon die onderlinge verband 
tussen die dryw ingskom ponente aan. Die kom ponent 
D kom slegs voor indien die golfvorm van die span­
ning en die stroom  verskillend is. F iguur 2 toon ’n ske- 
matiese voorsteliing van die verskillende dryw ings­
kom ponente van die kw aternioondryw ing.

kw atem ioondrywing  S<y.

Voorheeld 3
D eur gebruik te m aak van ’n sinusvorm ige spanning 
en ’n b lokgo lf vir die stroom  w ord die kw atern i­
oondryw ing bereken.

u(t) =  ^ 2 .U  cos wt
i(t) =  -I-Í vir O <  t <  T/2 {met die fundam entele 

faseverskuiwing}
=  - Í  vir T/2 <  t <  T (24)

Die berekening van die kw aternioondryw ing uit verge- 
lyking (17) lewer die volgende:

Uq =  (U cos u j i  +  (U sin u„)j (25)
Iq =  (I cos P..COS u,)i + (I cos P|.sin u,)j +

(I sin P,)k (26)
Sq =  UI cos Pi.cos a, -I- UI sin P, j

-  UI cos P,.sin a;k (27)
met cos Pi =  1,/I =
sin p, =  V{X(I'„)[/I =  V [1 -8 /7 t̂ ];
{n =  3,5,7 . . .  00} is 

p =  co s a ,; Q =  ^S /tc.U I sin a , en
D =  ^'[1 -  8/7r^].UI; (28)

Die tekens van die kw aternioondryw ing lewer inligting 
oor die rigting van drywingsvioei. Aktiewe drywing 
word gedissipeer in die iasweerstand, daarom  ’n posi- 
tiewe teken. Die dryw ingskom ponent D word die de- 
aktiewe drywing genoem en word verder bespreek in 
die verwysings (7,8,9,10).

Bogenoemde voorbeelde kan 00k op ander maniere 
bereken word om die akkuraatheid  van die kwaterni- 
oonvoorstelling te bekragtig.

O P S O M M E N D
Die kw aternioonvoorsteliing van drywing is onder- 
soek nadat die onsekerhede in verband met drywings­
kom ponente met nie-sinusvorm ige en aperiodiese 
spannings en strom e in nie-iineêre netwerke in die lite- 
ra tuu r beklem toon is.'’**'' H ierdie voorsteliing lei op ’n 
direkte m anier na uitdrukkings vir die dryw ingskom ­
ponente wat verder die regte ortogonaliteitseienskap- 
pe besit. Die uitbreding na nie-sinusvorm ige golf- 
vorm s deur middel van Fourieranalise is direk. Sekere 
voorbeelde van stroom  en spanning is ondersoek en 
blyk akkuraat te wees, indien dit vergeiyk word met 
berekenings d.m.v. ander tegnieke. D it is interessant 
dat fiktiewe drywing ook in meganiese sisteme voor- 
kom hoewel verwysings daarna  baie beperk is.^
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