88 S.A. Tydsknrif vir Natuurwetenskap en Tegnologie 2, no. 2 1983

Navorsings- en Qorsigartikels

Vooraftoetskrimpskatters

H.H. Lemmer
Dept. Statistiek, R.A.U., Posbus 524, Johannesburg 2000

UITTREKSEL

Die gebruik van die baie eenvoudige krimpskatter T,;, voorgestel deur Lemmer,? eerder as dié voorgestel deur
Mehta en Srinivasan® in die geval van vooraftoetsskatters vir parameters van die normaal-, binomiaal- en
Poissonverdelings, word ondersoek. Upadhyaya en Srivastava® het °n vooraftoetskrimpskatter iip vir die gemiddeld
van ’n normaal (n,0%)-verdeling voorgestel. Dit maak gebruik van die Mehta en Srinivasan*-krimpskatter Ty, indien
die hipotese H, : p=yp, nie verwerp word nie, en X indien H, verwerp word. In die geval van gewone krimp-
skatters het ons bevind (Lemmer3) dat T, verkieslik is bo Ty, en ons stel nou ook voor dat T, in plaas van Ty in die
vooraftoetskrimpskatter gebruik word. Ons beskou nie alleen die normaalverdeling soos Upadhyaya en Srivastava®
nie, maar 0ok die binomiaal- en Poissonverdelings. (Hirano' het ook oor hierdie probleem gewerk, maar was
blykbaar onbewus van die werk van Upadhyaya en Srivastava.®) Ons bevinding is, net soos by gewone krimpskat-
ters, dat die gebruik van T, ook in hierdie geval verkieslik is bo die meer ingewikkelde T),.

ABSTRACT
Preliminary test-shrinkage estimators

The advantages of using the very simple shrinkage estimator T, proposed by Lemmer? rather than that proposed by
Mehta and Srivivasan* in the case of preliminary test estimators for parameters of the normal, binomial and
Poisson distributions are examined. Upadhyaya and Srivastava® proposed a preliminary test-shrinkage estimator jip
for the mean of a normal (u,0%) distribution. It utilizes the Mehta and Srinivasan* shrinkage estimator T), if the
hypothesis H, : p.= p, is not rejected, and x if H, is rejected. In the case of ordinary shrinkage estimators, we prefer
to use the shrinkage estimator T, rather than Ty, (Lemmer?), and in this note we propose using T, in the pretest
shrinkage estimator. We do not limit our study to the normal distribution as Upadhyaya and Srivastava,$ but we
consider estimators for parameters of the binomial and Poisson distributions also. (Hirano' worked on this pro-
blem too, but was apparently unaware of the work of Upadhyaya and Srivastava.s) We conclude that the estimator
based on Ty is preferable to that based on Ty, because it has higher efficiency over the effective interval and is much
simpler than the latter.

1. KRIMPSKATTERS

Wanneer ’'n onbekende parameter 6 geskat moet
word, bestaan daar dikwels die een of ander vorm
van vooraf kennis van die parameter waarvan mens
graag gebruik wil maak om ’n beter skatter te kry as
wanneer dié vooraf kennis geignoreer word. Die
Bayesmetode, waar daar gebruik gemaak word van
die aprioriverdeling van die betrokke parameter, is 'n
bekende voorbeeld in dié verband.

In die geval van sogenaamde krimpskatters
(shrinkage estimators) bestaan daar volgens Thomp-
son’ 'n ‘“‘natuurlike oorsprong’’ 6, wat sodanig is dat
ons byvoorbeeld die minimum variansie onsydige
(lineére) skatter § van 6 nader aan 6, wil beweeg om
’n skatter te kry wat in die omgewing van die natuur-
like oorsprong beter is as 8. Sodanige natuurlike
oorspronge kan volgens Thompson® om verskeie
redes ontstaan, byvoorbeeld ons skat ’n parameter 6
en (1) ons glo dat 6, naby aan die werklike waarde
van @ is, of (2) ons vrees dat 6, naby aan die werklike

waarde van 6 kan wees, d.w.s. iets ongunstigs gebeur
indien #=0, en ons weet nie daarvan nie. In sulke
gevalle neem ons die gewone skatter fvan 6 (byvoor-
beeld die minimumvariansie onsydige skatter of die
maksimumaanneemlikheidskatter) en beweeg dit
nader aan 6,. 'n Skatter wat op hierdie wyse gekon-
strueer word, word ’n krimpskatter genoem. Omdat
’n krimpskatter normaalweg nie ’n onsydige skatter
sal wees nie, word die skatter se gemiddelde vierkant-
fout (mean squared error = MSE) eerder as sy varian-
sie as maatskaf gebruik om te oordeel hoe goed hy is.
’n Krimpskatter het gewoonlik die eienskap dat sy
gemiddelde vierkantfout relatief klein is as § naby
aan 0, is, maar groter word hoe verder 4 en 6, van
mekaar af beweeg. Die filosofie onderliggend aan
krimpskatters is dat vooraf kennis mens in staat stel
om inderdaad ’n redelik goeie raaiskoot te waag,
sodat mens redelike vertroue het dat 6, en § wel naby
aan mekaar 1€ en die krimpskatter dus beter as die
gewone skatter § is.
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2. VOORAFTOETSKRIMPSKATTERS
Beskou die krimpskatter van die parameter 6, nl.

(2.1) T, = kB + 1-k)§, met 0 < k <1,

6, die waarde wat vir 6 geraai word en & die
minimumvariansie onsydige skatter van § — kyk Lem-
mer.> Ty is ’n spesiale geval van die Mehta en
Srinivasan“-skatter

(2.2) Ty = 8§ — a(@-6,)exp[ — b —6,)2/var(B)]

met a en b konstantes. Ty reduseer na T; met
k =1—aindien b=0. Die vooraftoetskrimpskatter vir
6 voorgestel deur Uphadyaya en Srivastava® kan
geskryf word as

(2.3) Bp= Ty indien H,, : 6 =6, nie verwerp word nie
6 andersins.

Ons stel die eenvoudiger vooraftoetskrimpskatter
voor, nl.
(2.4) PT_= (T, indien H, nie verwerp word nie
0 andersins.
Daar sal aangetoon word dat PT; in die omgewing
van 6=06, 'n hoér relatiewe doeltreffendheid (REF)
met betrekking tot 6 het as 0p, terwyl die REF van 6p

hoér is as dié van PTy vir 8 ver van 6,. Aangesien dit
L o
juis die filosofie van ’n krimpskatter is dat ’n mens ’n
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FIGUUR 3: Poissonverdeling n,= 10.
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goeie idee het van die waarde van 6, is die werklike
onbekende waarde van 6 hopelik naby aan 6,, en is
die gedrag van PT; vir 6 in die omgewing van 6, van
meey, belang as wat dit ver van 6, is. Daarom is PT
verkieslik bo p. Verder is PT_ baie makliker bere-
kenbaar as fp en het sy konstruksie ’n duideliker
betekenis: In PT, is (I—k) die vertroue wat die
gebruiker in sy raaiskoot 6, het, terwyl die waardes
wat aan a en b in Ty, toegeken word, willekeurig is.

In ons studies is die gedrag van die skatters by ver-
skillende betekenispeile o ondersoek. Soortgelyke
resultate is verkry; daarom word alleen die geval
waar o gelyk aan 5% (of so na as moontlik daaraan)
is, gerapporteer.

3. VERGELYKING VAN SKATTERS
3.1 Die gemiddelde van ’n normaal (z,0?)-verdeling
met bekende variansie
Laat X die gemiddeld wees van 'n steekproef van
grootte n uit 'n normaal (u,0?)-verdeling, en u, die
waarde wat vir u geraai word. Dan is

(3.1) PTL= (T, indien pg — 2o/20/VN <X <ty + 2,20/~
% andersins

waar
3.2) To=kx+(1-Kpy

en z, die « kritieke waarde van die normaalverdeling
is (z42=1,96 vir «=0,05). Die skatter fip is soort-
gelyk aan PT| met T, vervang deur

(3.3) Ty=X-a(X - poexp[ — nb(X — u5)*/ 0]

Vir vergelykingsdoeleindes neem ons u, =0, en met
Vn p/o =28 kry ons

MSE(PTD) = E(PT — p)?
- oz/(n«/f?r)[ [ 2 2 ae ™ VHX
+ [Pz (oc—ope™ X Ve
o o~ VAx— O
+ §za/2(x sye” "2 dx]

wat maklik deur numeriese integrasie bereken kan
word, en REF(PT,X)=MSE(X)/MSE(PT,) met
MSE(X) = ¢2/n.

Beskou k=0,5. Die REF-kromme van PT (no. 1
in figuur 1) is simmetries om §,=0, en stem ooreen
met fip vir a=1-k=0,5 en b=0. Deur b=0,1 te
neem, het die effek dat fip oor die belangrikste deel
van 6 se waardegebied swakker as PT| is (kromme 2
in figuur 1). Die effektiewe intervalle is byna
dieselfde. Deur b=0,6 te neem (kromme 3), word ge-
sien dat b verkieslik klein moet wees. Vir k=0,75 en
a=0,25 word soorgelyke resultate verkry—kyk na
krommes 4-6 in figuur 1. Ander gevalle wat onder-
soek is, het soortgelyke resultate gelewer. Die wysig-
ings nodig vir o2 onbekend, is voor-die-hand-liggend
(kyk Uphadyaya en Srivastava®).

3.2 Die parameter 7 van die binomiaal (n,7)-verde-
ling

Laat PT = (kp+(1—-K)x, virr, <r <,
p andersins

waar p=r/n=steekproefverhoudingsuksesse, 7, die
geraaide waarde van 7 en waar r, en r, sodanig
bepaal word dat

)_j (Do(l — m)"~F =1 — a met « in die omgewing van
T 0,05.

MSE(PT,) = E(PT| — 7)?
-1 r 2 n
=I(r,>0) r>=:0 (ﬁ— 7r) (r)7r'(1 — -t
+r);r (ke/n+ (1 —=K)w,— 7r)2(rr1)7r’(1 — -t
| n r 5
+ I(r2<n)r=§:+ I(H_ 7r) (Il_l)1r‘(1 —q)n-r

met I(e) die indikatorfunksie, nl. I(A)=1 indien A
realiseer, en =0 andersins.

REF(PT,,p) = MSE(p)/MSE(PT,) waar MSE(p) =
=(1 - 7)/n.

Die Upadhyaya en Srivastava-vooraftoetsskatter is

n<r<r,

fp= (P—(p—mo)a exp[—nb(p - 7,)%/[p(1-p)]] vir
p andersins.

Ons hetn=8, 12; r,=0,1; 0,3 en 0,5 en ’n verskei-
denheid waardes van « beskou. Uit figuur 2 (n=8,
1,=0,3, r,=1, r,=6, «=0,059) is dit duidelik dat
PT_ weer eens beter is as @,. Soortgelyke resultate is
in al die gevalle wat beskou is, gevind. Figuur 2 toon
dus tipiese resultate.

3.3 Die parameter A van *n Poisson()\)-verdeling

Laat PT; = (kX +(1 -k, virr, <r <,

% andersins
waar \, die geraaide waarde van X is, k ’n konstante:
n
0<k<l, m‘<=r=i§lxi vir ’n steekproef x,,..., X,
uit die Poissonverdeling en waar r, en r, sodanig
Ty
bepaal word dat r;f €~ "™o(n\y)'/r! =1 — o met o onge-
veer 0,05.
r- 1 2
MSE(PT) =I(r,>0) r)_io (i— - x) e~ "(n\)"/r!
T
+ rﬁr (kr/n+ (1 =k)\, —N)? e~"Nn\)*/r!
2 /e \a
(—— x) e~ "™™Mn\)/r!
r=r,+1\N

Neem n\ =7 en n\,=7,. MSE(PT_) word bereken
as ’'n funksie van y vir vaste 1,, k, r, enr,.

REF(PT;, X) = MSE(x)/MSE(PT_) waar MSE(X) =

n/n?. Die Upadhyaya en Srivastava vooraftoetsskat-
ter is
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‘ip = (X~ (X—-N)aexp[—b(r-n,)*/r]virr,<r<r,
% andersins.

In figuur 3 het ons n,=10, r;=5, r,=16 (dus
a=0,056).

Soortgelyke resultate is verkry vir n,=2 en 6. Weer
eens is dit duidelik dat PT, oor die belangrikste
gebied beter as'Xp is.

4. GEVOLGTREKKING

In alle gevalle beskou, het PT, die hoogste
relatiewe doeltreffendheid oor die belangrikste ge-
bied, d.w.s. oor die effektiewe interval. Daarbene-
wens is PT; baie makliker berekenbaar as 5;:,
aangesnien dit gebaseer is op die krimpskatter
T, =k6+ (1 -k)b,, waarin (1 — k) die gebruiker se ver-
troue in sy raaiskoot 6, is. Die gebruik van PT| bo Bp
+word dus sterk aanbeveel.
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