42 5.y4. Tydskrifvir Natuurwetenskap en Tegnologiei, no. 11984

Radikaalklasse, samehangendhede en torsieteoriee
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UITTREKSEL

Die gelykheid al dan nie van radikaalklasse, torsieklasse en samehangendhede word ondersoek in ’'n kategorie wat
enige van die konkrete kategoriee kan wees waarin daar al ’n radikaalteorie, samehangendheidsteorie of ’n tor-
sieteorie ontwikkel is. Onder meer word aangetoon dat elke samehangendheid ’n radikaalklas is. Die omgekeerde is
egter nie waar nie. Indien 'n radikaakias streng is, dan isdit ’n samehangendheid. Verder word bewys dat elke tor-
sieklas 'n radikaalklas is en dat die omgekeerde nie in die algemeen geld nie. Elke radikaalklas wat die ADS-
eienskap bevredig, is 'n torsieklas.

ABSTRACT

Radical classes, connectednesses and torsion theories

The equality or non-equality of radical classes, torsion classes and connectednesses is investigated in a category that
could be any of the concrete categories in which a radical theory, connectednesses theory or a torsion theory have
been developed. Among others, it isshown that every connectedness is a radical class. The converse is not true. If,
however, a radical class is strict, then it is a connectedness. Furthermore it is proved that every torsion class is a
radical class and the converse is not necessarily true. Every radical class with the ADS-property is a torsion class.

1. INLEIDING

Die aksiomatiese benadering ten opsigte van die
radikaalklasse van assosiatiewe ringe en groepe wat
in die vroee vyftigerjare ingelui is deur Kurosh’ en
Amitsur,’ het horn geleen tot die definiering van ’n
radikaalklas in ’n willekeurige kategorie. Bo en
behalwe die gevolglike ontwikkeling van radikaal-
teoriee in verskeie algebraiese kategoriee, het
Arhangel’skii en Wiegandt’ in 1975 aangetoon dat
hierdie kategoriele definisie van ’n radikaalklas,
toegepas op die kategorie van topologiese ruimtes,
ooreenstem met die van ’n samehangendheid soos
deur Preuss™™ gedefinieer. 'n Radikaalteorie (hier
genoem samehangendhede vanwee sy eienskappe) is
deur Fried en Wiegandt’ in ’n kategorie van grafieke
ontwikkel. In 'n Abelse kategorie is die radikaalklas-
se presies die torsieklasse in die sin van Dickson.” In
die kategorie van topologiese groepe is dit sinvol om
'n radikaalteorie en ’n samehangendheidsteorie te
ontwikkel vanwee die algebraiese en topologiese eien-
skappe van hierdie kategorie.Radikaalteoriee is
ook ontwikkel in verskeie ander kategoriee en in
sommiges is dit so dat die radikaalklasse, torsieklasse
en samehangendhede saamval, alhoewel dit nie in die
algemeen hoef te geld nie. Die behoefte bestaan dus
om in 'n willekeurige kategorie die onderlinge ver-
wantskappe tussen hierdie drie benaderings uit te lig
en voorwaardes te gee waaronder hulle saamval. Dit
sal ons doen in ’n kategorie K, onderhewig aan sekere
voorwaardes, maar algemeen genoeg om enige van
die konkrete kategoriee te wees waarin daar al ’'n
radikaalteorie, torsieteorie of ’n samehangendsheids-
teorie ontwikkel is. K kan dan byvoorbeeld enige van
die volgende kategoriee wees: Rng (assosiatiewe
ringe), Arng (alternatiewe ringe), Narng (nie-
noodwendig assosiatiewe ringe). Grp (groepe), Ab
(Abelse groepe), Topgrp (topologiese groepe), Fogrp

(totaal geordende groepe), R-mod (R-modules), Top

(topologiese ruimtes). Graph (alle ongerigte grafieke

wat lusse toelaat (sien Fried en Wiegandt’) en S-act

(’n bikategorie van unere algebras soos gedefinieer in

Lex en Wiegandt"). In die algemeen, laat K ’n

konkrete kategorie wees s6 dat as M die klas van alle

inbeddings (sien 34.G in Herrlich en Strecker*) is,

dan is daar ’n klas E van epimorfiee in K s6 dat K ’n

(£, Al)-kategorie in die sin van Herrlich en Strecker*

is. Laat M = [f|f is ’'n vesel) (waar vesel 'n ‘fiber’ in

Engels is. Tiller*). Ons kan net noem dat as K ’n

nulobjek het, dan is M die klas van alle normale

monomorfiee. Ons veronderstel dat K die volgende
voorwaardes bevredig;

(K1) Die Kklas van triviale objekte <¢>(sien Buys e.a.®)
is nie leeg nie en vir elke objek X in K is daar
objekte T en T' in < en morfiee X “mT en
T - X.

(K2) Asf:A-*B’'nepimorfieeng:B-»C ’'n mor-
fie is so dat fg konstant is, dan is g ook kon-
stant.

Dan is M Q M, die klas van isomorfiee van K is
bevat in £ n M en M is geslote onder samestelling
met isomorfiee. Verder is die klas van alle kokerne in
K (sien Tiller*) bevat in E. Gerieflikheidshalwe sal
ons veronderstel dat elke klas objekte onder bespre-
king abstrak is (d.w.s. geslote is onder isomorfe beel-
de) en ook ¢omvat.

2. NODIGE DEFINISIES EN RESULTATE

Laat B 'n klas objekte in K wees. B heet erflik as
f:A-*BmetfGA/en BG impliseerdat\ E B.
B heet sterk erflik as f : A -* Bmet f6 A/en B G fl
impliseer dat AE B. B heet ko-erflik as f : B -¢ A
met f G fmen B G fi impliseer dat A G fi.

Ons sal die volgende operatore op ’n klas B van ob-
jekte beskou:
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UB = (X|asf; X mAmetf EE£ en A S 0, dan is
A efi]

SB = (X|asf: A“mX metf GMen A € 0, dan is
A SB}

cB = [X] elice morfie X “mB met B G s iconstantj

dfl = [X| elke morfie B“mX met B € B is kon-
stantj.

B heet ’n:

1. Radikaalklas as dit die volgende twee voorwaar-
des bevredig;

(RI) AsBGfienf. B—AmetfGEenA SO,
dan isdaar 'nm: I *Ametm GA? 1S O
enlEB.

(R2) As daar vir elke f: B-* A met fG£ en
AStS ' nm 1A metmGA? | S ®en
1G B is, dan is B G B.

2. Half-enkelvoudige klas as dit die volgende twee
voorwaardes bevredig:

(51) AsBGBenf,A® Bmetf GMen A G <&
dan isdaar ‘'nm: A-¢ 1metmGE£, | € ©
en | GB.

(52) As daar vir elke f: A —B met f G A/ en
AG<Et nm A—IlmetmGE, | GDen
I GBis, dan is B G B.

3. Samehangendheid as daar ’n klas objekte D is s6
dat B = cD.

4. Onsamehangendheid as daar 'n klas objekte C is
s6 dat B = dC.

n Ry (Aj — A —” B) heet 'n kort eksakte ry

(sien Veldsman") as (Aj » A), die sink van al die
vesels van f is en f die kokern van die sink is.

As en B klasse van objekte is. dan heet die paar
(/1, B) ’n torsieteorieas /I H B = <5 A ko-erflik is, B
erflik is en daar vir elke objek X ’n kort eksakte ry

IV fi M. f B)iismetAN€A virallei G len
B G B. In so ’n gevai heet A ’n torsieklasen B ’n tor-
sievrye Kklas.

Deur verdere voorwaardes op ons kategorie te
plaas (sien Veldsman'), kan bewys word dat daar vir
enige objek X in K en vir elke radikaalklas B in K

daar ’n kort eksakte ry (B] —* X — A) is met
B| GB vir elke i Glen A G SB. Om al die romp-
slomp van hierdie voorwaardes te vermy, sal ons net
volstaan met die volgende (en laaste) voorwaarde op
ons kategorie:
(K3) Vir elke radikaalklas en vir elke objek in K is
daar ’n kort eksakte ry van bogenoemde vorm.
As K "n nulobjek het en R enige radikaalklas is, is hier-
die kort eksakte ry die bekende ry R(A) — A “mA/A A,
waar R{A) die radikaal van A is.
Somige van die volgende resultate is in Buys e.a.®
bewys en die bewyse van die ander is 6f triviaal bf
soortgelyk aan die bewyse van ooreenstemmende
resultate in Fried en Wiegandt’;
1 B is 'n radikaalklas ass B ko-erflik is en voor-
waarde (R2) bevredig ass B = USB.

2. B is ’n half-enkelvoudige klas ass B = SUB.

3. Bis 'n samehangendheid ass B = cdB.

4. B is ’n onsamehangendheid ass B = dcB.

5. As B erflik (ko-erflik) is, dan bevredig B voor-
waarde (SI) (voorwaarde (R1) respektiewelik).

6. As B voorwaarde (Si) bevredig, dan is UB ’'n
radikaalklas. Dus, as B ’n half-enkelvoudige klas
is, is UB ’n radikaalklas en die paar (UB,B) heet
'n ooreenkomstige paar radikaal- half-enkel-
voudige Klasse.

7. As B ’n radikaalklas is, dan is SB ’n half-enkel-
voudige Klas.

8. As B 'n samehangendheid is, dan is dB ’n on-
samehangendheid en die paar (B,dB) heet 'n oor-
eenkomstige paar samehangendhede en onsame-
hangendhede.

9. As B ’n onsamehangendheid is, dan is cB ’n
samehangendheid.

10. d(B) is mono-erflik en dB C SB vir enige klas B.
11. cB is epi-(ko-erflik) en cB C UB vir enige klas B.
Die gelykheid cB = UB geld as B sterk erflik is.

3. RADIKAALKLASSE EN TORSIETEORIEE
3.1 Stelling

As (A,B) ’'n torsieteorie is, dan k A = UB en
B = SA.

Bewys

Laat AG/1 en f:A-*-B met fG£ en BG &
Omdat A ko-erflik is, is B G /4 en dus is B nie in B
nie, want B € <>0Omgekeerd, as A G UB, beskou die

kort eksakte ry (Aj At B)imet Aj G/l vir
elke i G len B G B. Uit die definisie van UB volg dat
B G < Dus is f konstant en fj ’n isomorfie vir elke
i G I. Omdat A ko-erflik isen A; G virelkei G 1
volg dus dat A E A. Die bewys vir B = SA \s soort-
gelyk.

3.2 Gevolgtrekking
As (A,B) ’n torsieteorie is, dan is>l ’n radikaalklas
en B ’n erflike half-enkelvoudige klas.

Bewys

Omdat (A,B) ’'n torsieteorie is, is B erflik en
A =UB tn B =SA. Dus is A = UB = USA en
B = = SUB.

In die algemeen, as A ’n radikaalklas is met (A,B)
’n ooreenstemmende paar radikaal- half-enkelvou-
dige klasse, dan hoef (A,B) nie ’n torsieteorie te wees
nie. Alhoewel A HB = A Q SA = A ko-erflik is
en die bestaan van die kort eksakte ry (gegee deur
(K3)) altyd vir ’n radikaalklas geld, hoef B nie
noodwendig erflik te wees nie. In die kategorie Narng
het Leavitt en Armendariz’® bewys dat daar nie-
erflike half-enkelvoudige Kklasse is. Wanneer sal radi-
kaalteoriee en torsieteoriee saamval? Hiervoor
het ons die ADS-eienskap nodig (sien Veldsman'"):
'n Radikaalklas B het die ADS-eienskap as vir
enige m: A -» B, m G A/ geld dat fm G Af waar

(Br C)| die kort eksakte ry met Bf G B
vir elke i G 1en C G SB is. Die kategorie K het dan
die ADS-eienskap as elke radikaalklas die ADS-eien-
skap het. Hierdie eienskap word so genoem ter ere
van Anderson, Divinsky en Sulinski wat in 1968 (sien
Anderson e.a.®) bewys het dat dit geld in die kate-
goriee Rng en Arng. Die ontwikkeling van ’n aksio-
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matiese benadering t.o.v. radikaalklasse is aanvank-
lik gekortwiek deur die nie-transitiewiteit van die
relasie “ideaal van” . Met die bewys van hierdie resul-
taat is 'n groot struikelblok oorkom. 0ns kan net
noem dat as Mgeslote is onder samestelling, dan volg
die triviaal dat die kategorie die ADS-eienskap het.

3.3 Stelling
Laat A ’'nradikaalklas wees met die ADS-eienskap.
Dan is S/1 erflik.

Bewys
Laat X GSS1 metm : A X, me Men/l CQ

9 B)i die kort eksakte ry wees
met Aj e /4 vir alle i € | en B G S/1. Uit die ADS-
eienskap volg dat gjm : A|-»X in M is vir elke i G L
Omdat X G S/1, is Aj G wvir alle i G L Dus is g
konstant vir elke i G I, waaruit dit volg dat g 'n
isomorfie moet wees. Omdat B G S/1, volg dus dat
A G S/l is.

3.4 Gevolgtrekkings

(1) As A ’n radikaalklas is met die ADS-eienskap,
dan is (A,SA) ’n torsieteorie.

(2) As K die ADS-eienskap het, dan geld: {A,B) is 'n
torsieteorie ass {A,B) ’'n ooreenstemmende paar
radikaal-half-enkelvoudige klasse is.

Alhoewel M # M in die kategoriee Rng, Arng,
Grp, Fogrp en Topgrp, het elk van hierdie kategoriee
die ADS-eienskap. In die kategoriee R-mod, Ab,
Top, Graph en S-actisM = Men omdat Mgeslote is
onder samestelling, volg dat hierdie kategoriee ook
die ADS-eienskap het.

4. RADIKAALKLASSE EN
SAMEHANGENDHEDE

4.1 Stelling
Elke samehangendheid is ’n radikaalklas.

Bewys

Laat A 'n samehangendheid wees. Dan is/l = cd/1
en omdat d/1 sterk erflik is, is cdyd = UAA. Dus is
A = UAA ’n radikaalklas.

Nie elke radikaalklas is ’n samehangendheid nie.
In die kategorie Rng is die Brown-McCoy radikaal-
klas nie 'n samehangendheid nie soos ons later sal
bewys. Wanneer geld die omgekeerde? Net soos die
ADS-eienskap ’n belangrike rol speel in die gelykheid
van radikaalklasse en torsieklasse, is hier ook ’n eien-
skap, nl. die van ’n streng radikaalklas, wat belang-
rik is. 'n Radikaalklas A heet streng as daar vir elke
m;A B met AG<, mGM en AG/I, ’'n
m: A'"“mBismet A'GO, m"GMen A'GA. As
M =M volg dit triviaal dat elke radikaalklas streng
is.

4.2 Stelling
Laat A ’n radikaalklas wees. Die volgende voor-
waardes is ekwivalent:
(1) A is streng.
(2) S/1 is sterk erflik.

(3) Sv4 = d/1.
r
Bewys

1) (@ : Laat X GS/1 en m:A- X met
mGMenASDO.

As A G S/4, isdaar 'nm' ; B-* A metm'GM,
BSO0enBGA. Danism'm : B -* X in M en om-
dat A streng is, is daar 'n . C “mX met f G M,
CGO0O en CEA. Maar dit is teenstrydig met
X G S/1. Dus is A G S/1.

(2) =>(3) : Dit geld altyd dat dA Q SA. Laat
X GS/1 en beskou f:A *X met AG/I. As

B m o x die (£',M)-faktorisasie van fis,
dan is B G S/1 omdat SA sterk erflik isen B G/l om-
dat A ko-erflik is. Dus is B G /I Pi S/1 = ) waaruit
volg dat f konstant is. D.w.s. X G d/1.

(3) (1) : Laatm : A-* Bmetm G M, A €
A G/l. Danis B G SA, want as B G S/1 = d/1, dan
moet m ’n konstante monomorfie wees en A dus in
<). D.w.s. daar is 'n m' : A’ B met m' G M,
A' G0 enA'EA.

4.3 Stelling

Laat A ’n streng radikaalklas wees. Dan is A 'n
samehangendheid en (/1,d/2) = (/1,S/1) is ’'n tor-
sieteorie.

Bewys

Laat A ’n streng radikaalklas wees. Dan is
A - USA en S/1 = dA. Dusis/l = t/d/1 en omdat
dA sterk erflik is, isA = cd/1. D.w.s. A is 'n same-
hangendheid. Die tweede bewering volg omdat
SA = dA sterk erflik (en dus ook erflik) is.

In die kategoriee R-mod, Ab, Top, Graph en S-act
isM = M en dus is elke radikaalklas streng. In hier-
die kategoriee volg dus dat radikaalklasse en same-
hangendhede saamval. In sommige kategoriee geld
dat A ’n samehangendheid is as A ’n streng radikaal-
klas is. Voorbeelde van sulke kategoriee is Rng
(bewys m.b.v. Stelling 2.1 en sy gevolgtrekkings in
Stewart”) en Topgrp (Stelling 4.3 in Schoeman en
Ohlhoff'®). Of dit in die algemeen waar is, is nog ’n
ope vraag. Nie elke radikaalklas is streng nie. In
Divinsky e.a."”, voorbeeld 3, word bewys dat as G die
Brown-McCoy radikaalklas in Rng is, dan is SG nie
erflik ten opsigte van eensydige ideale nie, en dus ook
nie sterk erflik nie. Dus is G nie "n streng radikaalklas
nie, en dus nie 'n samehangendheid nie.

Uit die voorafgaande volg dus dat in kategoriee
waar M = M, die radikaalklasse, samehangendhede
en torsieklasse saamval.
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