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Navorsings- en Oorsigartikels

Positiewe operatore in Banachroosters*

Peter van Eldik

Departement Wiskunde, Potchefstroomse Universiteit vir C.H.O.

UITTREKSKL

In hierdie oorsigartikel bespreek ons 'n aantal onlangse resultate in verband met ordeningseienskappe van klasse
lineere operatore in Banachroosters, met besondere verwysing na die klasse van kernoperatore en kompakte

operatore.

ABSIRACT
Positive operators on Banach lattices

In this survey paper we discuss some recent developments in the theory o fpositive operators on Banach lattices and
concentrate on order properties of classes of operators including kernel operators and compact operators.

In hierdie artikei wil ons graag van die onlangse
ontwikkelings in die teorie van positiewe operatore in
Banachroosters bespreek. Ons beperk die bespreking
tot ontwikkelings in verband met ordeningseienskap-
pe van klasse operatore, in besonder kernoperatore
en kompakte operatore. Ons hoop om hierdeur die
leser ’n kykie te gee in sommige van die navorsings-
aktiwiteite op hierdie vakterrein.

1. NOTASIE EN TERMINOLOGIE

Ons verduidelik kortliks die basiese terminologie.
Ander begrippe sal ons verduidelik wanneer dit nodig
word.

’n Reele vektorruimte E voorsien van ’n parsiele
ordening <, wat versoenbaar is met die algebraiese
struktuur van E, s6 dat die supremum X < y en die in-
fimum X> y van elke twee elemente x en y uit E weer
aan E behoort, noem ons ’n Rieszruimte (of Riesz-
rooster). 'n Rieszruimte E waarop daar 'n norm
gedefinieer is met die addisionele eienskappe dat as
0<x<y dan is ||l < [lyll en [Ix|l = [lIx]ll met
[X| = X< (-x) heet ’n normeerde Rieszruimte. As
hierdie ruimte normvolledig is, noem ons dit ’'n
Banachrooster.

I.I Voorbeelde van Banachroosters
(a) Die n-dimensionele Euklidiese ruimte IR".
In hierdie geval definieer ons vir elemente x = (X,,

Xi,...,x,,)eny:(y,, )/‘,...,y,,)e K" die

ordening x < Y deur
XN yjviri=12..... nreen||{Kll= f,Z .

(b) Die ruimte C(0,1] van reele kontinue funksies ge-
definicer op [0, 1], In hierdie geval is f < g as en

*Hierdie arlikel is gebaseer op ’n uitgenooidc oorsiglesing deur die
skrywer gelewer tydens die 1982-jaarkongres van die Suid-
Afrikaanse Wiskundevereniging.

Finanside steun van die W.N.N.R. word met dank erken.

slegs as f(x) < g(x) vir alle x G [0,1] en ||f|ll =
sup{|f(x)|:x G [0,1]}.

(c) Die ruimtes Lp(X,ji) (1 < p < “ ) van p-integreer-
bare funksies met betrekking tot ’'n o-eindige
maatruimte (X>"). Die ordening f < g beteken in
hierdie geval dat f(x) < g(x) vir *-byna alle x € X
en die gebruiklike norm word gegee deur

lfl, =/(/x|flIW Pas 1l<p<oo
"P lesssup (Jf(X)|:x e X)asp="°°

In die algemeen beskou ons die Rieszruimte
M(X,fi) bestaande uit alle reelwaardige ~-byna oral
eindige meetbare funksies. Daar bestaan verskeie
deelruimtes van M(X,”) wat onder ’n geskikte norm
Banachroosters vorm, byvoorbeeld Lp-ruimtes,
Orliczruimtes en normeerde Kotheruimtes (Banach-
funksieruimtes).

Ons noem ’n Rieszruimte E Dedekind-volledig as
elke nie-lee deelversameling van E wat van bo be-
grens is, 'n supremum in E het. Voorbeelde a) en c)
het hierdie eienskap. Die ruimte in voorbeeld b) is
egter nie Dedekind-volledig nie: Beskou ’n ry (f,,) in
C[0,1J gedefinieer deur

1-2x)Mas0<x«<i
fn(x) asi<x< 1

virn 1,2,. ..
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Dan geld dat fn(x)tnf(x) puntsgewys met

las0< X<i
Dasl< x< 1

f(x) =

Hierdie ry funksies het egter nie ’n supremum in
C[0,1] nie.

In die teorie van Rieszruimtes is daar twee Kklasse
deelruimtes wat van fundamentele belang is. ’n
Lineere deelruimte A fl E heet 'n (orde) ideaal in E
wanneer uitf G A, g G Een |g| < |f| volgdatg G A.
Die ideaal A noem ons 'n band in E as vir elke deel-
versameiing D n A waarvan f = sup D bestaan in E,
geld dat f 6 A.

1.2 Voorbeelde

In die ruimte C[0,1] is
a) die deelruimte bestaande uit die konstante

funksies nie ’n ideaal nie;

b) die deelruimte bestaande uit alle f G C[0,1] met

f(o) = 0 ’n ideaal in C[0,1] maar nie ’n band nie;
c) die deelruimte bestaande uit alle f G C[0,1] met

f(x) = 0 vir XG [0, i] ’n band in C[0,1].

Laat E en F Rieszruimtes wees. Ons noem ’n
lineere operator T:E * F positiefas Tx > 0 vir alle
0 < x G E. Dit stel ons in staat om ’n parsiele orde-
ning in die vektorruimte van alle lineere operatore
van E in Fin te voer. Ons definieer T, < T2as T2- T,
’n positiewe operator is. 'n Belangrike deelruimte is
die ruimte Lb(E,F) van ordebegrensde operatore, d.i.
lineere operatore wat ordebegrensde versamelings
afbeeld in ordebegrensde versamelings. (’n Versame-
ling A n E heet ordebegrens as daar ’n element
0 < g GE bestaan s6 dat |f| < g vir alle f G A)
Onder die aanname dat F ’'n Dedekind-volledige
Rieszruimte is, is 'n operator T ordebegrens as en
slegsas T = T, - T2met T, en Tj positiewe operatore,
en in hierdie geval is Lb(E,F) 'n (Dedekind-volledige)
Rieszruimte.

Dit is van belang om op te merk dat as E ’n
Banachrooster en F ’n Dedekind-volledige normeer-
de Rieszruimte is, dan is elke ordebegrensde operator
ook normbegrens ([19], p. 84).

1.3 Voorbeelde van ordebegrensde operatore

a) Laat E = IR" en F = IR™. Dit is bekend dat ons
met elke lineere operator T:E-*F ’'n mxn-
matriks [ay] kan assosieer. Dui ons met [&y die
matriks aan verkry deur ajj te vervang met =
maks(ajj,0) en met (ajj“] die matriks met =
maks(-aij,0) dan is [ajj] = [ajj™l - [ajj). As T, en
T2 lineere operatore is wat geassosieer word met
(@j™ en [ajj*] respektiewelik, dan het ons dat
T=T,-T 2met T, en T2 positief. Gevolglik is T
’n ordebegrensde operator.

b) Die lineere operator T:Lp(X,") — Lp(XMi),
1< p<00 X=1[01] en ™ die Lebesgue-maat,
gedefinieer deur

TH(x) = é( T y)f(y)dfily) met T(x,y) = [x-y|*"

is 'n voorbeeld van ’n positiewe (en dus normbe-
grensde) kernoperator ([23], p. 234).

Vir verdere basiese eienskappe van Banachroosters
en ordebegrensde operatore verwys ons die leser na
die boeke van Luxemburg en Zaanen‘[16], [24] en
Schaefer [19].

2. ORDENINGSEIENSKAPPE VAN

KERNOPERATORE

Die eerste klas ordebegrensde operatore wat ons
graag wil bespreek, is die klas kernoperatore waarvan
1.3b) ’n voorbeeld is.

Ons dui met E(X,"<) en F(X,fi) ideale (Rieszruim-
tes) van meetbare funksies aan. ’n Lineere operator
T:E Fis 'n kernoperator as

TH(x) = ¥ T(xy)f(y)df<(y) en /X|T(x,y)f(y)|d’\<(y) GF

vir elke f G E met T(x,y) 'n fxx ~-meetbare funksie
genoem die kern van T.

Hierdie voorwaardes impliseer dat T ’n ordebe-
grensde operator is. Die eienskappe van hierdie klas
van operatore is deeglik bestudeer in verskeie vertak-
kings van die ontwikkeling van Funksionaalanalise.
Die belangrikheid hiervan in Hilbertruimteteorie
(sien byvoorbeeld [23]), integraalvergelykings in
Lebesgueruimtes [13] en Fredholmteorie ([23], [8],
[18]) is reeds duidelik bewys.

In 1963 het Luxemburg en Zaanen [14] 'n funda-
mentele artikel oor die kompaktheid van hierdie
operatore in die raamwerk van normeerde ideale van
meetbare funksies gepubliseer. Baie van die gedagtes
in hierdie inspirerende artikel is reeds gebruik om
resultate in meer algemene raamwerke te verkry (sien
byvoorbeeld [21], [7] en [4]).

Uit hierdie artikel en verwante werk ontstaan ook
die volgende vraag: fVatter ordeningseienskappe M
die versameling van kernoperatore? Meer in
besonder:

(8 As0<S<T:E —F en T s ’n kernoperator,
impliseer dit dat S ’n kernoperator is?

(b) As T ’n kernoperator is, is [T| = T < (-T) ’n
kernoperator?

In 1971 gee Luxemburg en Zaanen [15] 'n posi-
tiewe antwoord op vraag (b) deur aan te toon datas T
'n kern T(x,y) het, dan het |T| die kern |T(X,y)].
Tydens die Rieszruimtekonferensie te Oberwolfach,
Wes-Duitsland in Junie 1975, het vraag (a) weer na
vore getree. Kort hierna het A.R. Schep [20] (1977)
aangetoon dat ’n baie sterker resultaat geld.

2.1 Stelling Die versameling K van kernoperatore
vorm h band in Li,(E,F).

Dit impliseer in besonder dat as T G Al en
S G Lb(E,F) met jS| < |T|danisS G  Ook geld dat
as T = SLbo T, met G [Tvir alle a, dan is T G

Ons moet hier ook die naam vermeld van die Russiese
wiskundige Buhvalov [5]. Dit blyk dat hy reeds in
1973/74 geweet het dat hierdie versameling inder-
daad ’n band vorm - dit was egter onbekend in die
Westerse wereld.

Hierdie resultaat het tot ’n verdere interessante
vraag aanleiding gegee: Is dit moontlik om 'n



S./l. Tydskrifvir Natuurwetenskap en Tegnologie 3, no. 11984 39

eksplisiete beskrywing vir hierdie band te gee?

Laat Ecp die versameling van alle ordekontinue
ordebegrensde funksionale op E aandui, d.i. ¢
behoort tot as uit in E volg dat iqf|(|>(u1)| =0.

Vir iff e Edo en f e F definieer ons die rang een
operator T:E-*-F deur Tx = (v*Of)(x) = v(x)f,
x £ E. Dan is T ’n ordebegrensde lineere operator.
Soos gebruiklik, dui ons in hierdie raamwerk met
Ej;, OF die versameling van alle operatore van ein-
dige rang aan. Ons verkry dan [20):

2.2 Stelling Die band K van kernoperatore is gelyk
aan die band voortgebring deur EAOF
in LN(E,F), d.i. K = (E;,,0F)dd.

In 1978 verkry Buhvalov [6] (sien ook [20]) ’n
ordeteoretiese karakterisering vir K wat ons soos volg
kan formuleer.

2.3 Stelling As 0< T;E -* F met E en F ideale van
meetbare funksies, dan is T 'n kernope-
rator asslegs as T die volgende eienskap
het: AsO<u,,<uEEen u,,(x) “m0dan
geld dat Tu,,(x) -* 0puntsgewys n-byna
oral as n~*

Die notasie u,,(x) 0 (sterpuntsgewryse konvergen-
sie) beteken dat elke deelry van (u,,) 'n deelry het wat
puntsgewys j*-byna oral na nul konvergeer.

Bostaande resultaat het ons gemotiveer om in die
raamwerk van algemene Rieszruimtes E en F die
band (Eq" fl Lb(E.F) van abstrakte kernopera-
tore te ondersoek. Dit is dan moontlik om analoog
aan 2.3 ’n ordeteoretiese karakterisering te verkry. In
hierdie abstrakte formulering is puntsgewyse konver-
gensie (sterpuntsgewyse konvergensie) vervang deur
ordekonvergensie (sterordekonvergensie) (sien [9],
1980).

Hierdie resultaat het aanleiding gegee tot in-
teressante toepassings. Dit stel ons in staat om die

2n

eienskappe van ander klasse operatore, byvoorbeeld
die klas Carlemanoperatore, in die algemene raam-
werk van Rieszruimtes te ondersoek ([10], [11]). Die
situasie kan ook ontstaan waarby T:E -¢ F ’n lineere
operator is wat ordebegrens is wanneer T beskou
word as ’'n afbeelding T:E -* F“ met F* ’'n Riesz-
ruimte s6 dat F n F“. Aangesien dit ook by kern-
operatore voorkom, het dit aanleiding gegee tot
uitgebreide abstrakte kernoperatore. Bogenoemde
resultate kan veralgemeen word om hierdie situasie te
dek. Dit gee aanleiding tot nuwe karakteriserings van
die band K in terme van Egoroffkompakte versame-
lings. Hieroor het ons by die onlangse Rieszruimte-
kongres te Oberwolfach in Junie 1982 rapporteer
[12].

3. ORDENINGSEIENSKAPPE VAN KOMPAKTE

OPERATORE

Die tweede gedeelte van hierdie artikel handel oor
die ordeningseienskappe van kompakte operatore in
Banachroosters. As E en F Banachroosters is, dan is
'n lineere operator T:E -» F kompak as die beeld
van elke normbegrensde versameling in E prekompak
in Fis (d.i. as elke ry (Tx,,), met \\\J < M vir alle n,
'n normkonvergente deelry (Tx,n) het).

Een van die eerste vrae wat ontstaan wanneer ons
die ordeningseienskappe van sulke operatore onder-
soek, is: /450< S< T:E Fen Tis 'n kompakte
operator, impliseer dit dat S ‘n kompakte operator
is?

In die algemeen het hierdie vraag ’n negatiewe ant-
woord en ons illustreer dit aan die hand van die vol-
gende voorbeeld:

3.1 Voorbeeld

Dui met (r,,) die ry Rademacherfunksies op [0, 2n]
aan gedefmieer deur r,,(x) = sgn(sin 2"x), x G [0, 2n],
n=20,12, ...
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Soos gebruiklik, skryf ons r,A(x) = maks(rn(x), 0)
en as ons ’n versameling van Lebesguemaat nul vi, -
waarloos, dan het die funksie die waarde een op
'n versameling van maat ti en die waarde nul op die
oorblywende versameling van maat n. Definieer ver-
volgens operatore S , T -» LA[0,2tt], vira = (a,,
tt2 « ¢ ) G "L deur

[oe] 00
A n= nilnu

waarby Xio2)(x) = 1vir alle x G [0, 2n].

Danis 6 < S< T en Tis 'n kompakte operator,
aangesien dit 'n operator van rang een is. As (e,,) die
ry van eenheidsvektore in f, aandui, dan is Se,, = m*
en vir m > n volg uit die feit dat I’ - m™ die waarde
een op ’n versameling van maat n en die waarde nul
op die oorblywende versameling van maat n aan-
neem, dat

1|1Se,-Sel|i =

'n kompakte operator nie.

In 1973 het Nagel en Schlotterbeck [17] aangetoon
dat die bogenoemde vraag waar is in die geval van
kompakte kernoperatore tussen ruimtes E en F wat
aan addisionele voorwaardes voldoen. Hiervoor
benodig ons die begrip van ordekontinue norm, ’n
Banachrooster E het ordekontinue norm as die
ruimte Dedekind-volledig is en as 0 < x,/nO impliseer
dat lixnil "m0 as n a0 Bekende voorbeelde van
ruimtes met hierdie eienskap is fp en Lp(X,/i) met
1< p<00

Hierdie begrip het ook ’n belangrike rol gespeel in
die verkryging van ekwivalente voorwaardes vir die
kompaktheid van (abstrakte) kernoperatore in die
raamwerk van normeerde ideale van meetbare funk-
sies en Banachroosters (sien byvoorbeeld [14], [7] en
[21]).

Ons eerste positiewe resultaat vir kompakte opera-
tore is

3.2 Stelling Laat E, F en G Banachroosters wees.
Beskou operatore 0 <Sj < T,:E -*Fen
0<S2< T2."F-* G en neem aan dat E'
of G ordekontinue norm het. As T, en
T2 kompakte operatore is, dan is S2S, n
kompakte operator.

In die besonder, as 0< S< T:E~*E
en E' of E het ordekontinue norm, dan
impliseer die kompaktheid van T dat
kompak is.

Ons benodig ’n belangrike feit om hierdie tipe
resultaat te verkry. As T £ Lb(E,F). dan seons T is
AM-kompak as T orde-intervalle afbeeld in prekom-
pakte deelversamelings van F. Hierdie terminologie
vind sy oorsprong in die feit dat in AM-ruimtes (by-
voorbeeld L,,(X,"<)) ordebegrensdheid saamval met
normbegrensdheid. Gevolglik; as E 'n AM-ruimte is,
dan is 'n operator T AM-kompak as en slegs as dit
kompak is. Onder die aanname dat F ordekontinue
norm het, kan ons bewys dat die versameling van
AM-kompakte operatore ’n band vorm in Z-b(E.F).

Ons verstrek ’n Skets van die bewys van 3.2.
Ons neem aan dat G ordekontinue norm het.

N

F -
0<S,<T, 0<S2<T2

Laat Be die eenheidsfeer van E aandui. Die
prekompaktheid van T,(Bi;) impliseer dat daar by ge-
gewe £> 0 'n element 0 < f G F bestaan s6 dat
T,(Be) n [-f,f] + eBp. Uit die aanname 0< S, < T,
volg dat S, ook hierdie eienskap het en dus geld

S,(Be) n [-f,f] + £ Bpmett, = 7 . Die aanname

dat Tj kompak is, impliseer dat T2AM-kompak is en
gevolglik is S2 ook AM-kompak (gebruikmakend van
die feit dat G ordekontinue norm het). Dit impliseer
dat

S2S,(BE)nS2(-f,n+£Bc

en omdat hierdie versameling prekompak is, volg ten
slotte dat SjS, kompak is. In die geval dat E'
ordekontinue norm het, kan dieselfde tipe argument
gebruik word deur van die stelling van Schauder
gebruik te maak. A

Indien ons die aannames in verband met die orde-
kontinuiteit van die norm weglaat, verkry ons die
volgende resultaat.

3.3 Stelling Beskou operatore

NE
0<S,<T, 0<S2<T2 0<Sj<Tj

As die operatore Tj (i = 1,2,3) kompak is, dan

is SJS2S1 'n kompakte operator. In besonder, as

0<S<T:EM™ Een Tis n kompakte operator
dan is  kompak.

Hierdie resultaat volg uit 3.2 en ons wil graag die

slim argument wat hiervoor gebruik word, illustreer.

Skets van die bewys van 3.3

Soos vantevore, by gegewe £ > 0 bestaan daar ’n
element 0 < f G F so dat S,(Be) H [-f,f] + £,Bi met
' kiiiisjir

Dit impliseer dat

$352S,(Bt)nS3S2[-f,n+£B,,.

Dit is gevolglik voldoende om aan te toon dat S35 -f, f]
'n prekompakte versameling in H is.
Ons beskou nou die situasie

I-f.nnF H.

_>G
0<S2<T2  0<Sj<Tj

Die ideaal Ff voortgebring deur f in F is onder ’n
geskikte norm ’n AM-ruimte en die beperking van T2
tot Ffis weer eens kompak. Aangesien die toegevoeg-
Je ruimte van Ff ordekontinue norm het, kan ons 3.2
toepas, waaruit volg dat die operator S352beperk tot
Ff kompak is. Dit voltooi die bewys. A

Daar bestaan teenvoorbeelde wat aantoon dat bo-
genoemde resultate nie verbeter kan word nie [1].

Terugkerend na ons oorspronklike vraag, geld die
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%lgende resiiltaat.

3.4 Slelling 45 *< S< T:E E met £' en F van
ordekoriiinue norm en as T kompak is,
dan is S 'n kompakte operator.

Die bewys van hierdie diep resultaat maak ook ge-
briiik van die argumente genoeni in 3.2 en 3.3 en ons
gaan nie op die tegniese besonderhede in nie.

Daar is weinig meer bekend oor die ordeningseien-
skappe wat kompakte operatore openbaar. Selfs
onder die aannames dat E en F ordekontinue norms
het is dii nie waar dat die versameling kompakte
operatore 'n ideaal in ‘orm nie. Die kom-
paktlieid van T impliseer nie die kompaktheid van |T|
nie (sien [19], p. 231).

Ons verstrek 'n paar historiese gegewens oor boge-
noenide resultate: Tydens die Rieszruimtekonferensie
in Oberwoifach in 1977 het Dodds en Fremlin [7]
Slelling 3.4 aangekondig. Hulle bewys was egter baie
ingewikkeld en verskeie groepe wat op hierdie studie-
terrein werk het probeer om sake te vereenvoudig.
Ons noem hier die name van Zaanen, Vietsch [22] en
Schep in Leiden en Aliprantis en Burkinshaw in die
Verenigde State van Amerika. Laasgenoemde twee
persone het tydens hulle ondersoek stellings 3.2 en
3.3 ontdek en dit in Oberwoifach in 1979 aangekon-
dig [1], Die sketse van die bewyse wat ons in hierdie
artikel gegee het, is ’n vereenvoudiging van hulle
werk en is geneem uit die manuskrip Riesz Spaces Il
deur Zaanen [24] wat vroeg in 1983 verskyn.

Ons wil graag beklemtoon dat die vroeere resultate
oor die kompaktheid van kernoperatore ’n beslissen-
de rol gespeel het in die verkryging van die algemene
resultate hierbo genoem.

Samevattend: Dit was ons doel om verslag te lewer
oor die ordeningseienskappe van kernoperatore en
kompakte operatore. Soortgelyke vrae kan gefor-
muleer word vir ander klasse operatore, byvoorbeeld
die swakkompakte operatore en die Dunford-Pettis-
operatore (sien [2] en [3]). Ons is van mening dat
daar nog heelwat ondersoek op hierdie terrein gedoen
kan word.
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