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UITTREKSEL

Die kwaternioonnormaalverdeling word afgelei en enkele eienskappe word uitgelig. Die maksimum-aanneemlik-
heidsberamingsprosedure in die kwaternioongeval word ondersoek en die gevolgtrekking gemaak dat die bera-
mingsprosedure telkens vergemaklik word indien die onbekende parameters van die geassosieerde reele waarskyn-
likheidsdigtheidsfunksie beraam word. Deur hierdie beramers dan as die komponente van die kwaternioonpara-
meter te beskou, word die kwaternioonberamer verkry. By wyse van ’'n voorbeeld word aandag gegee aan ’n toets-
kriterium wat in die kwaternioonmodel gebruik kan word.

ABSTRACT

Statistical analysis based on quaternion normal random variables

The quaternion normal distribution is derived and a number of characteristics are highlighted. The maximum
likelihood estimation procedure in the quaternion case is examined and the conclusion is reached that the estima-
tion procedure is simplified if the unknown parameters of the associated real probability density function are
estimated. The quaternion estimator is then obtained by regarding these estimators as the components of the
quaternion estimator. By means of a example attention is given to a test criterium which can be used in the quater-

nion model.

1. INLEIDING

Sedert die ontwikkeling van kwaternione het ver-
skeie navorsers die eienskappe en toepassingsmoont-
likhede van kwaternione ondersoek. Die gebruik van
kwaternione is vandag by heelwat wetenskaplikes
onbekend, alhoewel daar vanaf die sestigerjare op-
nuut ’n belangstelling in kwaternione ontstaan het.
Die ontwikkeling en ontdekking van steeds nuwe pro-
bleme in die kwantummeganika het kwaternione
weer 'n regmatige plek in die algebraiese manipulasie
van ingewikkelde en omvattende fisiese sisteme
gegee. Hier het Roux en Rautenbach (1984) ’n statis-
tiese benadering tot die toets van Peres (1979), om te
onderskei tussen rede, komplekse en kwaternioon-
kwantumteoriee, voorgestel.

Omdat kwaternione relatief onbekend is, is baie
min aandag gegee aan die ontwikkeling van die teorie
van die kwaternioonverdelingsleer. Kabe het waar-
skynlik die tegnieke van Goodman (1963) toegepas
om ’n kwaternioonnormaalverdeling af te lei, want
daar word telkens verwys na ’n artikel, ,.Generalized
normal multivariate models”, wat aangebied is vir
publikasie, maar tot op hede nog nie verskyn het nie.
Kabe (1976) gee egter ’n paar basiese eienskappe van
so 'n kwaternioonnormaalverdeling. Hieruit blyk dit
duidelik dat hoewel die werk in die algemeen
algebraies korrek is, hy 'n aannamefout begaan het,
naamlik dat hy die feit dat kwaternioonvermenigvul-
diging nie-kommutatief is, veronagsaam het. Hierdie
fundamentele eienskap van kwaternione wat geigno-
reer is, lewer heelwat komplikasies op, onder andere

dat die gebruik van die spoor, en spesifiek die ge-
bruik daarvan in die uitdrukking van die kwater-
nioonwaarskynlikheidsdigtheidsfunksie, nie toelaat-
baar is nie.

In paragraaf 3 word in die afleiding van die kwa-
ternioonnormaalverdeling gebruik gemaak van die
representasieteorie, dit is die gebruik van matrikse in
die plek van die elemente van ’n abstrakte delings-
algebra. Om ’n representasie te konstrueer wat
delingsalgebra-elemente oordra na matrikse, is dit
nodig om te weet wanneer versamelings van matrikse
'n delingsalgebra vorm. Hierdie aspek word in
Rautenbach en Roux (1983) bespreek. Rautenbach en
Roux definieer verder ’n aantal wiskunde begrippe en
toon aan dat die kwaternione ’n assosiatiewe delings-
algebra oor die liggaam van reele getalle vorm wat
gerepresenteer word deur matrikse met ’n spesifieke
struktuur. In paragraaf 4 word aandag gegee aan
enkele belangrike eienskappe van die kwaternioon-
normaalverdeling. Die maksimum-aanneemlikheids-
beramers in die kwaternioongeval word in paragraaf
5 gevind. Ten slotte word gekyk na ’n toetskriterium
wat in die kwaternioonmodel gebruik kan word.

2. ALGEBRAIESE RESULTATE VIR
KWATERNIONE
In hierdie paragraaf word sekere algebraiese resul-
tate genoem wat benodig word vir die afleiding van
die kwaternioonnormaalverdeling (vergelyk Rauten-
bach en Roux, 1983).
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DEFINISIE 2.1
Laat R,, :4x4 = ast - ajs, - ajs, - add

32t ANst st At

N3st adst AMst ¢ 32t

adst ~a3st ~Bl  aist
en cu, = ais, + iax, + jads, + kads,, met au,, ajs,. ant en
ask, reele getalle. Definieer nou die reele matriks
R : 4p x 4p en die matriks Q : p x p met kwaternioon-
inskrywings respektiewelik as

R:4px4p = [RJ en Q:pxp = [a.].

DEFINISIE 2.2
Definieer ’n afbeelding f : M4p((R) -» M p(0 deur

f(R:4px4p) = Q :pxp

vir alle

Re MR = {R:4px4p|Rs,6 R, s, t=1, ..., p}
en

QGMp(0 = {Q:pxp|gs, eqg, s, t=1, ...,p}.

OPMERKING 21
Indien R:4px 4p e M4(R) en f(R)=Q € Mp(0,
sal dit kortweg aangedui word deur R r Q.

STELLING 2.1
Veronderstel R:4px 4p GM4p((R), Q :px p6 Mp(0
en R r Q. Dan is R nie-singulier, met inverse

R**:4px4p = [*] = af -a> -alf
a?t_gfl a
an af

al*-al" 4' a
as en slegs as Q nie-singulier is met inverse

Q“ tpxp = [q] = [af--ia|'ja[ -1ka[] .

STELLING 2.2
Veronderstel R:4px 4p GM4A((R), Q :px p GMp(Q)
en R r Q. Indien R simmetries is, dan is

detR = (detQ)-* .

STELLING 2.3

Laat

go :4px 1= [bn, b2i, bji, b4i, . . bjp, b2p, b3p, b4pj’
g:px1t1=1q, ..., gpI

met ¢* = b,s+ibx+jb3x+kb4s, s = 1, ..., p. Ver-
onderstel dat R:4p x4p G M4((R), Q :px p GMp(0
enRr Q.

Laar R simmetries wees sodat Q kwaternioon-
Hermities is.

Dan volg:

goRgo=gQgm

OPMERKING 2.2

Veronderstel R:4p x 4p G Mwp((R), Q :px pGMp(0
en R r Q. Dan is R simmetries positief-definiet as en
selgs as 0 kwaternioon-Hermities positief-definiet is.

3. DIE p-VERANDERLIKE
KWATERNIOONNORMAALVERDELING
In hierdie paragraaf word die p-veranderlike kwa-
ternioonnormaalverdeling gedefmieer en die ooreen-
stemmende waarskynlikheidsdigtheidsfunksie (wdf.)
word afgelei.

DEFINISIE 3.1
LaatzZ:pxl = [Z, ..., Zp]

Xii 41X 21 + jXsi - kXA4i
N2 + IX2+ 33X+ kX42

Xip + iX2p+jX p+ kKX*p

’n vektor van kwaternioonvariate wees met geassosi-
eerde vektor van reele variate

Zo:4px 1 = [Xii, ..., Xip, X2, ..., X2,
X3l........ X3p, X4,......... X4p]
= [XI, Xi, XJ, "

Dan het Z ’n p-veranderlike kwaternioonnormaal-
verdeling indien 2" ’n 4p-veranderlike reele normaal-
verdeling besit.

Kabe (1976) gee aandag aan die geval waar ~ ’n
heel besondere 4p-veranderlike reele normaalverde-
ling besit, naamlik die geval waar

jio”"E(Zo0) =
= [E(X]), E(Xi), E(XY), E(M)]*
en
lo :4px4p = kov(®, ZM)
= E[(™-yo)(Zo-lio)'l_
I, -12-13-14
12 1, -14 13
23 14 11 -12
14-13 12
waar |, :pxp ’nreele simmetriese matriks is en 1 2,

I 3en | 4reele skeef-simmetriese matrikse is. Bostaan-
de kovariansiestruktuur vir ~ is die onderskeidende
kenmerk van die p-veranderlike kwaternioonnor-
maalverdeling en hierdie struktuur impliseer die vol-
gende:

li = ni2°102 HpOIOp
r120i02 nipOiOp
HpOICp mp°2°p
aar d¢=7r.
W ot
s,t=1, ..., p,s<t
12 = 0 a\20i02 ai30]03 “ipolQp
020 0  azi02° <9p020p
-4, p0,0p i 0
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o= 0  /3i20i02 P130IC8 «+m PIpOIOp

- P 120102 0 P 230203 me++ PipOzOp

-pIPOIOP i 0

waarfc=",

s, t=1l, ...,p,s<t

0 yi20102 YuQjOs YipOiop

mY120i02 0 Y230203 Y2p020p
-YIPOIOP i 0
waar /s, = 04t
* 0s0,
St=1l.... p, S<t .

Ten einde die resultate wat in paragraaf 2 genoem
is, te gebruik word die geassosieerde vektor van reele
variate se komponente herrangskik, naamlik in die
volgorde

N4 px o= [Xiii X21, X31, X4, ..

X3p. X4p].

., Xip, X2p,

Die komponente van  en Zoword net soos  her-
rangskik onu” :4p X 1en Zo :4p X4p onderskeidelik
te lewer, en dus word die wdf. van * gegee deur

20 (z0%) = (27i)-WP){detlo*}-"*
eks{-/Azo*'(zo*-tio*)}

vir
Zje B) = {zj = [X,, XL Xji, 41, ..., Xp, Xp,
X3p. X4pl'; - ~ < X,s, X25, Xu, Xds <
s=1, 2. P} .

Omdat f*(zo) = f~(zS) vir alle zo en ooreenstem-
mende zo is dit dus toelaatbaar om * as geassosieer-
de vektor van reele variate te gebruik wanneer Z se
wdf. afgelei word.

Die reele kovariansiematriks Zo:4px4p, van
Zo = [XIl. X21, X31, X41, ..., X|p, X2p, X3p, X4p]'
word soos volg gegee

IN:4pxdp = [17]
waar elke Z”, 'n 4x 4-matriks is van die vorm

AL:4x4=1i 02000
00?20 0
0 0of O
00O0ai

virs=Il, 2....... p

en

2 AXA =0 1 ost -pst -vst
«st B -y $t Pst anirS, tzl,
Pst Yst Hst ~® st ...p
Tst -Pst  a$t  »ist ens#t.

Bostaande kovariansiestruktuur is ’n belangrike
kenmerk van die p-veranderlike kwaternioonnor-
maalverdeling, want lo is 'n matriks met elemente
soortgelyk soos gegee in definisie 2.1. Dus kan gese
word dat 15 £ Map((R) Oftewel 21+ ¢ Map((R). Vanuit
definisie 2.2 is die duidelik dat bewerkings op M4X(R)
met matrikse van die vorm 41+ isomorf is aan
bewerkings op mp(Q). Dus is m p (0o ’n versameling
van matrikse van die vorm | :pxp = [ost], waar

(3.1) Ost = (nsi + io%t+ jPst + kyst)OsCx , vir s # t
0? virs=t
Dus volg dat 41* - Z (vergelyk opmerking 2.1).
Vervolgens word die wdf. van Z : px 1gegee, wjiar
Z ’n p-veranderlike kwaternioonnormaalverdeling
besit.

STELLING 131

Laat Z : px| ’n vektor van variate wees wat
p-veranderlik kwaternioonnormaal verdeel is soos
gegee in definisie 3.1 met E(Z) =ten | s [o0j,] soos
gegee in (3.1).

Die wdf. van Z word gegee deur

(3.2) fz(z) = 22Pn-2p(detl)-2eks{-2(F")'l-*(z-ii)}
waar

zGB = {z=[z,, ...,Zp]":Zs = X,5-l-ix25+ jx3B+ kxds;
- XIS, XS, X, s < «,S=1,2, ..., p}.

BEWYS
Die wdf. van Zqg word gegee deur

fZ0%(20) = 2-2Pn-2p{detlo*}-“"eks{->/2(zJ-yo*)'
. Z0o*-'(zo*-tio*)}

virzj e B*.

Nou is 4Zo0 = Z. Omdat Zo simmetries positief-
definiet is, volg dit uit opmerking 2.2 dat Z
kwaternioon-Hermities positief-definiet is, sodat Z in
besonder ook nie-singulier is. Verder lewer stelling
2.2 dat

det(4Zo*) = (detz)“
en dus
det IS = 4-"P(det2)®
dit wil se

(3.3) (detzj)-"~ = 42p(detz)-2.

1

Uit stelling 2.1 volg dat jZzo”"' - Z ™' sodat uit stel-

ling 2.3 volg dat
(3.4) 2(zo*-t™)'izo*-'(zo*-yp*) = 2(FM)'2”'(z-|i).

Uitdrukkings (3.3) en (3.4) tesame met die bo-
staande uitdrukking vir f*(?0) lewer

fz(z) = 22Pn-2p(detz)-"eks{-2(i™)"'Z - ‘(z-ji)}
virz€ B.

OPMERKING 31
(i) Indien ’n vektor van variate Z : px 1 kwater-
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nioonnormaal verdeel is met wdf. (3.2) sal dit
aangedui word deur

Z - QMN(p;,i,1)

waar ;px ! dan die verwagte waardeenZ:pxp
die kovariansiematriks van Z is.

(ii) Die wdf. van die twee-veranderlike kwaternioon-
normaalverdeling word verkry deur p=2in (3.2)
te stel.

4. EIENSKAPPE VAN DIE

KWATERNIOONNORMAALVERDELING

In hierdie paragraaf word aandag gegee aan enkele
eienskappe van die kwaternioonnormaalverdeling.
STELLINGA4.I

«2(t) = eks[kMt+t'y)-"t'lt]
waar t :px 1 = tj +it2+jtj + kt4’n kwaternioonvek-
tor van draers is.
BEWYS

Volgens definisie is

+z(t) = E[ekskZ't +1'Z2)]

waart:px 1 = tj+it2+jh + kk  kwaternioonvek-
tor van draers en ; die gewone komplekse imaginere
eenheid is.

Dus volg dat

Tz(i) = / 22Pn"*P(detl)"*eks{Kz't +t'»
“-2(M1-(z-y)}dz
met B = {z=[zi, .... Zp[: &= xXis+ ixZ+ jxI+ kx4s,
- < XS, x5, x3s, xas< 00,s=1,2, ..., p}

die variasiegebied van Z.
Die eksponent in bostaande uitdrukking kan ge-

skryf word as
- 2{i't-z-i'l - -+ -fi- ji't-itz}

=-2{@z- +izZt]'l-'(z- +ilt])} + Kn't+itf) |
-it'lt

sodat
Az(t) = eks{Ku't +t'(i)-rt'It}j22PTt-2p(detl)-2
B

. eks{- 2(z- fi+iZzt]'1-'(? - (ii+ilt])}dz.
Omdat
22p,,- 2p(detZ)- 2eks{ - 2(z- Iti+iZt]'Z- Xz- (i +jZt]}
'n p-veranderlike kwaternioon-wdf. is, volg

Az(t) = eks[k™Mt +t{i) - iVIi].

OPMERKING 4.1

Die eerste- en tweede-orde momente van die
betrokke vektor van variate se komponente kan mak-
lik verkry word deur middel van differensiasie van
hierdie karakteristieke funksie.

STELLING 4.2
Laat Z ~ QMN(p;(i,Z) dan is

Y = C(Z-ji) ~ QMN(p;0,Ip) indien C s6 gekies
word dat CZC = Ipen C ’n simplektiese matriks is.

BEWYS
Laat C sodanig wees dat CZC = Ip. Dan word die
karakteristieke funksie gegee deur

m = Eeks{KY't+tVY)}
= eks{-"'C't +tCjf)} E eks{KZ'C't +t'CZ)}
= eks{-"'C't +tCji)} eks{i(™MC't +t'C(i)
-it'CZC't}
= eks{- ~t't}, waaruitdie verlangde resultaat
volg.
STELLING 4.3

Laat Z ~ QMN(p;ji,Z) dan is

4(Z-ji)'2“'(Z-(i) verdeel soos ’n x"-verdeling met
4p vryheidsgrade.

BEWYS

Laat Y=C(Z-(i) waar CZC = Ip met C simplek-
ties. Uit stelling (4.2) volg dan dat Y ~ QMN(p;0,Ip)
sodat

Y'Y

7" YjYs

i ZMAYN +AYN+AY N+ AYY)

waar elke Y,,(r= 1, 2, 3, 4) ~ N(0;i) sodat 4Y"(r = 1,
2, 3, 4) ~ xi e Hieruit volg dus dat

AY'Y = 4(Z-(i)'CC(Z-,i)

4(z::MN)'z->(Z-ti) ~ x5p.

5. MAKSIMUM-AANNEEMLIKHEIDS-

BERAMERS

Die beraming van die onbekende parameters vol-
gens die metode van momente is voor-die-hand-
liggend, maar dit is tog nodig om na te gaan of die
metode van masimum aanneemlikheid met sy
bekende voordeliger eienskappe in die kwaternioon
geval gebruik kan word. As gevolg van die feit dat
kwaternioonvermenigvuldiging nie-kommutatief is,
is dit moeilik om die onbekende parameters volgens
die metode van maksimum aanneemlikheid direk in
die kwaternioonruimte te beraam. Om die rede word
die beramers van die onbekende parameters van die
geassosieerde wdf. eers bepaal en dan word hierdie
beramers s6 saamgestel dat dit die beramers vir die
onbekende kwaternioonparameters is. Ter wille van
die vereenvoudiging van die algebraiese uitdrukkings
word die aandag bepaal by die tweeveranderlike
kwaternioonnormaalverdeling, dit wil se die geasso-
sieerde agtveranderlike normaalverdeling.

STELLING 5.1
Laat Z= z," = Xi-t-iX2+jX3+kX4 - QMN(2;ti,Z)
LZ2. .Y, +iY2+jY3+kY4.
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waar
th= Mgz,
LMzzJ
en
N

waar In = 17120102, |12 = 0'120102. 4i3= /N20i02 en
4i4=yi20i02- Die maksimum-aanneemlikheidsbera-
mers word gegee deur

(5.1) Az, = U" Zis
(5.2) M2 = n~”Z2s

(6.3) ~

(5.4) S? = i[1Mi2sZ225-i(J3,225)(J,Z25s)]

(5.5) I +i]12 +jlI3 + k4id = h[*I"Z,s22s
(5-6) 111- ili2“ jlI3 ~ k[|i4 = (111 + A 12+jlI3 +
BEWYS

Die geassosieerde reele wdf. word gegee deur

fZ0q (0" = 2-"*{det eks{-Kzo* -t"*)'lo*""
* (70
waar

0 0 0 111 -]|2 -1i3 —l4
0] 0 Or2 1 -1i4 113

o\
0
0 0 0? 0 H3 114 111 "~12
0 o0 0 OJ4-113 12 11

1 112 U3 14 @ 0
“l12 111 114 -113 0 07
13 ~114 11 112 0 0
~14 13 “112 111 0 0

Die opiossing van die vergelykings

&3, fM(z5J = 0,v= 1.9 lewer

i xis-Ai =~ J, [(yis-Ab)tii-(y2s-A5)li2
- F13(y3s~ a?) - ll4(yds ~ As)].

iJ, XS-M2 = J, [(yis-A5)li2+(y2s-A6)lii
" (y3s“ A7)li4 + (yds“ A8)II3I.

Hl, x3,-A3 = J, [(y2s-A6)tid+(y3s-AT7)lii
- (ydswmmPs)ti2+ ti3(yis “ As)] *

nj, A3, I(yis-A5)114-(y2s-A6)tI3

+ (y3s"%)tl2 + (yds~AfHtlll>

%, yis"t"5 = [(XIs-Mi)tl + 120X - |12)
+ 113(X3s“ A3) + lid(Xds - Ad4)],
yE"p6 = A AR, F (Ms~ADII2+ (s A

+ O ~1M3)li4 - (Xds-)24)tl3].

y3s“ p7 [~(X2s-M2)114 + (X3s-)~3)III
+ (X4s~p4)I12"13(XIs~Mi)l cn
i), y4s»8 =~ 3, [-(Xu-"rD14 + (X2s-¥2)113
~ (X35~M3) | i2+ (X4s~A8) liile

Die enigste opiossing vir hierdie stel vergelykings is
"2 AN Xs A-nl, X M- A
¢ "j?i yis~M5 ~ "s=| 72s“ M6“ n  y3s~PlI
= iJ,y4s-A-8 = o
sodat

Al=n Xs:Ai=n Xs1¥8=n4, X>I

Ai=n Xs;p5=J VYs»MAe”n yxs»

l

A? n5§|y3s I""8—nS=I yds o
Opiossing van die vergelyking

I en fz*(zS) = 0 , lewer

(5.8) 2n oi{d?0”- (?2i + 122+ 1i3+?i4)l

2(dj8l- (H, +~2 + 123+ 1f4)) J, {(y.s- As®

+

(y25-M6)"+(y3s-AT7) M+ (y4s-A8) N}
20M)_ (zSs-~)'to*(z5,-15),

met lo die toegevoegde matriks.
Opiossing van die vergelyking

[MjInfA(zo*) =0 . lewer

(5.9) 2n of{d™02- (]?i + M2+ ?i3+

2(d?2an([?,+122+123+124))3, {("es-A)"
+ (X2s5-02)M + (X3s-A3)' + (X4s-Ad)"}
- 25f (z5,-A0*)'t)(?0s-A0).

Opiossing van die vergelyking

Ij;; j/InfA"(Zo*,) = 0, lewer
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(5.10)
4n diol YW-4n In(lii +1u +tu +14)

= -4(9]d2-(H+1H2+13+114))Mj {(XIs* Pl)(yis~P5)
+ (X2s-P2)(y2s-p6) + (X3s-p3)(y3s-p7)

+ (X4s-ft)(y4s-p8)}+ 4|l J, (zSs-e0)'to*(zSs-gS).

Oplossing van die vergelyking
[*J/"fz5,(zSs) = 0, lewer

(5.11)

4Annd2 1i2~4n 1i(fu + 112+ 113+ 114)
= H(Q2&2-(171 + 12+ 113+ H4)  {(XIs* Pl)(y2s“ P6)
+ (X3s- p3)(y4s- Ps)- (X2s- M2>(yis" Ps)

- (X4s-P4)(y3s-M7)} + 4,2 (zos-eo0)'lo(zos-e0).
Oplossing van die vergelyking

=0, lewer

(5.12)
4n 13- 4n Indfi + 1722+ 113 + 114>

= 4[87d2-(lii+1i2+f13 +fl4) 17l {(XIs-Pl)(y3s~p7)
+ (X4s-p4)(y2s-p7)-(X2s-p2)(y4s-p«)
- (X3s-P3>(yis-P5)} +4|,3 J , (zSs-go*)'to*(zSs-eS).
Oplossing van die vergelyking
1~ JMnfr(zS,) = 0, lewer

(5.13)
NdQis= anyja()), HZhis +tia)
= 4[d|d2-(12]+112 + 123+ 114) 1" {(XIs-pl)(y4s~P8)
+ (X25-P2)(y3s~P7)-(X3s* MB)(y2s" M)
- (X4 -pd)(yis-M5)}+4.4  (zSs-e0)'t?(zS,-gS).
Oplossing van vergelykings (5.8)-(5.13) lewer

ML r-1 s-1 ’

1,2

tn[» {C2-ij, Xs)(y.s-iJ, y.s)

+

X4s~n X4$)(yjj —n y3s)” XIs~n”"  X,j)

{yis-nJ o y2s) - (X35- i3, Xj)yds- iJd, yas)}

1-1

13 = {(X2s-~J, X2sXyds-H J , yds)

n n n
(X3s - kJ , X3s)(yis- HJ, YIs)- (XIs- AJ, Xls)

+

(V3S- HJ, y3s)- (X4s- i J, X4s)(y2s" JJ , y2s)}]

* gl p (8% gy Xs)yrs~ngl, yrs)] " »

tl4 = fI[JI, {(Xjs-i  Xjs)(y> -i y2s)

(Xds* n™j Xds)(yis—  yis)~ (XIs~n  X]s)

(yds- nlJ, yds)- (X2s- iJ, X2s)(y3s- iJ, y3s)}]

Istii,(*"— iJ,X,)(yrs-"J,yrs)]-".

="mm[J,|, (%, X093, 1,(X,,-id,x,0

e (yrs-iJ, Yrs)]" 'en

waaruit (5.3)-(5.6) dan maklik volg.

OPMERKING 5.1
Let op dat indien die beramer vir  volgens die be-
kende matriksdifferensiasie-tegnieke bepaai is, die bera-

mer vir ZJ gegee word deur =iJ, (?0-")(zo-")".

As gevolg van die spesiale struktuur van 2? bring dit
mee dat dieselfde parameters deur verskillende bera-
mers beraam word. Deur die gemiddelde van hierdie
verskillende beramers vir dieselfde parameter te be-
paai, lewer dit dieselfde beramers soos in (5.3) tot (5.6).

6. KWATERNIOONHIPOTESE EN

mTOETSKRITERIUM

Aan die hand van ’n voorbeeld word twee moontlike
maniere uitgewys om ’n toetskriterium te verkry. As
gevolg van die feit dat die vermenigvuldiging van
kwaternione nie-kommutatief is, is die kwaternioon-
toetskriteria in moeilike-hanteerbare vorme. In die
voorbeeld is daar egter vir die geval waar die kovarian-
siematriks bekend is, ’'n kwatemioontoetskriterium
verkry. Alhoewel die toetskriterium in terme van
kwaternioonhoeveelhede gedefinieer word, vereenvou-
dig dit tot "n gewone reele hoeveelheid. Hieruit volg dat
die kwaternioonhipotese in hierdie geval ekwivalent is
aan ’n reele hipotese, sodat die vraag nou ontstaan of
dit sinvol sal wees om telkens ’n reele toetskriterium te
gebruik om die betrokke kwaternioonhipotese te toets.

VOORBEELD 6.1
Veronderstel

Z:2x 1= X, +iXz+jXj+k " ~QMN(2; ,1) waarby

Ml

ji:2x 1=
LMJ



126 ISSN 0254-3486 = S.v4. TydskrifvirNatuurwetenskap en Tegnologie 4, no. 3 1985

Z:2X2 = a 411+ i412 + {113 + K114

02

’n Hermities-positief-definiete matriks is.
Die kwatemioonnulhipotese wat in hierdie voor-
beeld beskou word, is

Ho: = Q,1 bekend

wat op grond van 'n ewekansige steekproef Zj........ Zn
van Z teenoor

Ha:(i 0,1 bekend

getoets word,
Om ’n toetskriterium vir hierdie situasie af te lei, be-
skou die aanneemlikheidsfunksie

L = (an[0i02-(1+112 +1H3 + [14)I"A
o eks{-2(0i02-(lii+li2+ U3 +114))"
[O  (ZIs~-MI)(ZIs” M)
- 2RD  (Zis-MiKlil+ U2+jlI3 + K|14)(Z25 ~M2)
+ 0M (225 M2)(Z2s~M2)]}

van 'n gegewe ewekansige steekproef. Die aanneemlik-
heidsverhouding-kriterium word gegee deur

maks L(u,Z)

= » 2
maks L(u,l
Ha

Onder Hqg volg dus dat
6.7

- (12, a2+ 1iat114)) "

m”?s LQi.z)

eks{-2(070"-U?, + 42+ 413 + 4f4))-"
7N

[02JjzlsZls

N
- 2RDAZj Zis(]ii + i]i2 + jII3 + k4l4)Z2s

N
of 2 27},

+

Uit (5.1 en (5.2) volg dag die maksimum-aanneem-
likheidsberamer vir  gegee word deur

N
g = j92 & = (gem Zi.gem z™'

sodat
(6.2)
maks Mtf.Z)

L(9,2)

eks{-2(0)02-(111+4i2+ 4i3+ 4id)
« [oi (zis - gemz,)(z,s- gem z,)

- 2RD (zi,-gem Zi)

e (111 + UI2 + j4I3 + k|i4)(Z2s-gem Z2)
? - -
+ 07 él (Z2s-gem z2)(z2s-gem Z2)]}.

Uit (6.1) en (6.2) volg dus dat

A = eks{-2N(0i02
- (lil+ 122+ 1i3 + 114 m' [0?gemz, gemz,
- 2RD gemzidn + 12+ jl 13+ k|,4)gemz2
+ 02gemz2 gemz2]}

eks{-2N gemz'Z"'gemz} .

Die nulhipotese Hgsal nou by die 100%-betekenis-
peil ten gunste van Hg verwerp word indien

eks{-2Ngemz'Z*“'gemz} < A,

waarby die konstante A, sodanig is dat P(A < AojHoi)
= a. Dus verwerp Hg indien >»=4Ngemz'Z~'gemz >

Onder Hgis gemZ ~ QMN(2;0,JZ) en volgens stel-
ling (4.3)

y = 4N gemZ'Z-'gemZ ~ xi-

Omdat P(y >xi,i-0) =* nulhipotese ver-
werp indien y > xi,i-o waar Xi.i-o 100(1-a)
persentiel van x| is.

’n Tweede moontlike manier om ’n toetskriterium
vir hierdie situasie af te lei is om die geassosieerde
reele tcevalsvektor van Z te beskou; Dit is bekend dat

Z0-:8x | - MN(8;ti5.Z5)

waarby@:8x 1= Ij<ii,M2i.M3i.M4i.Mi2. M22.M23.M24]'
en Zo soos gegee in (5.7).
Die toetskriterium vir die toets van die hipotcse

HJ :a0 = Q, Z5 bekend
teenoor
H* :{io # 0, Z5 bekend

op grond van ’n ewekansige steekproef Zqi, ....
van ~ word gegee deur (vergelyk de Waal en Nel,
1979):

Yo = N(gem Zo* "' gem Z0%) ~ Xl

waar gem” = [gemXn,gemX2i,gemX3i,gemX4,,
gem X |2, gem X22, gem X 32, gem X42I'

sodat die nulhipotese verwerp word indien

J'o”xi.i-o waar xi.i-* die 100(1-a) persentiel
van Xl is.

OPMERKING 6.1

Uit voorafgaande voorbeeld blyk dit duidelik dat
twee benaderings gevolg kan word om Hq ; (E=0 teen-
oor Ha:ji 0 met Z bekend te toets. Eerstens kan 'n
analise in terme van kwaternioonvariate deurgevoer
word met Y as die toetskriterium. Tweedens is dit
00k moontlik om die analise in terme van die geasso-
sieerde reele variate uit te voer met Yq as die
toetskriterium. Hieruit kan dus afgelei word dat die
kwaternioonhipotese Ho: =0 teenoor Ha:”4# 0 00k
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uitgedruk kan word in terme van reele hoeveelhede
naamlik Hj : = 0 teenoor H* : 0.

Vir | onbekend, is die verdeling van die matriks i
onbekend, sodat dit moeilik is om ’n geskikte toets-
kriterium in terme van kwaternioonvariate af te lei.
Die vraag ontstaan nou of elke kwaternioonhipotese
ekwivalent is aan ’n reele hipotese sodat ’n bekende
reele toetskriterium telkens gebruik kan word om die
betrokke kwaternioonhipotese te toets. Huidiglik is
dit moeilik om daaroor ’n uitspraak te gee, maar dit
lyk asof die afleiding van ’n kwaternioon-Wishart-
verdeling (wat op hierdie stadium nog nie gevind kon
word nie) ’n moontlike oplossing vir die probleem
kan bied.
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